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Г. С. АБРАМОВ, Д. В. МАКАРЧУК 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ НАДІЙНОСТІ НАВІГАЦІЙНОГО КОМПЛЕКСУ 
МЕТОДАМИ ТЕОРІЇ МАСОВОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ 

У статті розглядається навігаційний комплекс судна як система масового обслуговування та досліджується зв’язок між складністю морських 
умов і можливостями системи. Проведено математичне моделювання та аналіз надійності суднового навігаційного комплексу з позицій тео-
рії масового обслуговування. Представлена робота є однією з перших кроків у застосуванні теорії масового обслуговування в аналізі про-
блем безпечного судноплавства. Розроблену математичну модель було реалізовано в чисельних експериментах в широкому діапазоні вхід-
них даних. Отримані результати візуалізували та математично обробили, побудувавши апроксимаційні рівняння другого порядку, які 
пов’язують ймовірність робочого стану системи з відповідними інтенсивностями потоків відмов та обслуговування. Лінеарізована модель 
доведена до побудови номограми, яка може мати широке практичне використання. Математичне моделювання здійснено для різних умов 
навігаційної складності (від берегової до прибережної навігації та портових маневрів). Це забезпечує високу практичну важливість резуль-
татів моделі при розробці відповідних морських правил та оцінці переваг електронної навігації. 

Ключові слова: системи навігації, стабільність системи, надійність, системи масового обслуговування, відмова та відновлення систе-
ми, квадратична апроксимація, номограма. 

G. S. ABRAMOV, D. V. MAKARCHUK 
MATHEMATICAL MODELING OF THE RELIABILITY OF THE NAVIGATION COMPLEX USING 
QUEUING SYSTEMS THEORY 

This article examines the navigation complex as a queuing system and defines the relationship between the difficulty of navigation conditions and the 
system's capacity. A mathematical model was developed to calculate and analyze the reliability of the ship's navigational complex using queueing sys-
tems theory. This work is one of the first steps in using queueing systems theory to analyze issues with safe shipping. The mathematical model was 
implemented with experimentation across a wide range of input data. The results are visualized and mathematically processed, building approximation 
equations of the second order, which tie the probability of the system’s functional state to the corresponding intensities of failure and servicing 
streams. The linearized model is taken to build a nomogram, which may have broad practical uses. Mathematical modeling is done for various condi-
tions of navigational difficulty (from coastal to littoral navigation and port maneuvers). This ensures the practical importance of the model’s results 
when developing relevant naval rules and judging the benefits of electronic navigation. 

Key words: navigation systems, system stability, reliability, queuing systems, system failure and recovery, flow of requests, quadratic approxi-
mation, nomogram. 

Вступ. Безпека на морі повністю залежить від безпечного стану судна та його механізмів. Щоб досягти цьо-
го мореплавці, аналітики та дослідники повинні мати глибокі технічні знання та досвід. Відповідно до звітів Ра-
ди з розслідування морських аварій (MAIB) з 1993 по 2012 рік, 6692 морські аварії були спричинені лише техніч-
ними факторами, а 69 % аварій пов’язані з комбінацією інших факторів. Технічні фактори включають різні ас-
пекти, такі як основні/допоміжні/палубні механізми, процедури містка, маневреність, зіткнення/контакт, елект-
ричні системи, захист від пожежі та вибуху, ризик затоплення , загальні засоби контролю та процедури, бортові 
дії, ризик заземлення тощо. Протягом історії людства одним із найпоширеніших підходів було отримання цінної 
інформації з минулих несприятливих подій, яка може допомогти людям подолати потенційні рецидиви [1]. 

Резервування критично важливих для безпеки систем і датчиків може фактично забезпечити достатній рі-
вень безпеки для складних систем, таких як ANS. Однак цей спосіб не є найвигіднішим варіантом. Щоб покра-
щити продуктивність і ефективність, часто рекомендується інтегрувати оновлені версії ключових компонентів і 
датчиків, які збільшують середній час напрацювання на відмову (MTBF). Крім того, інтелектуальне програмне 
забезпечення, таке як моніторинг стану датчиків, може допомогти вчасно виявити проблеми та спланувати не-
обхідні операції з обслуговування. Нарешті, рівень безпеки концептуального програмного забезпечення в дослі-
джуваній системі повинен бути визначений шляхом верифікації та валідації [2, 3]. 

 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Було виявлено кілька підходів до аналізу надійності електро-
нних навігаційних систем, головним чином зосереджених на визначенні характеристик надійності системи та її 
підсистем [4]. Деякі дослідження щодо надійності навігаційної системи посилаються на її визначення, яке стве-
рджує, що навігаційний пристрій або певна система чи компонент (якщо доступний) є схильними до помилок 
протягом певного періоду часу за певних умов. У такому разі надійність – це ймовірність виконання певної фу-
нкції без виникнення відмов. Унікальним параметром, який використовується для характеристики надійності, є 
середній час напрацювання на відмову (MTBF). Це середній час між послідовними відмовами системи або час-
тини системи. На додаток до надійності IALA [5] також визначає доступність, яка визначається як ймовірність 
того, що допоміжний засіб або допоміжна система виконуватиме необхідну функцію за певних умов у випадко-
во вибраний час. Параметром, який використовується для оцінки доступності, є середній час до ремонту 
(MTTR).  

Що стосується аналізу надійності диференціальних систем глобального позиціонування (DGPS), Шпехт [6] 
ввів структуру надійності системи та її підсистем у зв’язку з їх функціями та взаємозв’язками. Потім компонен-
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там і системам було призначено два стани, пов’язані з їхньою функціональністю: 0 , якщо компонент або систе-
ма вийшли з ладу; 1 , якщо компонент або система функціонує нормально. Крім того, надійність навігаційної 
системи з урахуванням її структури визначається як ймовірність часу виживання системи. Припускаючи експо-
ненціальний розподіл тривалості служби та часу простою, було визначено надійність навігаційної системи та її 
граничну надійність протягом певного інтервалу часу. 

Аналіз доступності системи AIС, запроваджений Яскольским [7], застосовано до ланцюгів Маркова. Шля-
хом реєстрації доступності передачі даних АІС було виділено три стани системи (робочий, проміжний стан і ві-
дмова) за коефіцієнтом доступності. Далі була визначена матриця ймовірностей переходів між конкретними 
станами готовності АІС. Матриця була створена на основі частоти переходів між станами, визначеної шляхом 
аналізу записаних сигналів базової станції AIС. Нарешті, шляхом прийняття початкового та сукупного розподі-
лів переходів між конкретними станами була визначена ймовірність того, що система залишається в робочому 
стані. 

Оцінка надійності електронних систем передачі по відношенню до електромагнітних перешкод, представ-
лена Пасем і Росінським [8], складається з трьох систем безпеки: повна безпека (повна функціональність), ризик 
безпеки (пріоритет безпеки) і ненадійна безпека. Це було зроблено шляхом розмежування станів. Вказуючи пе-
реходи між конкретними безпечними станами, аналізована система була описана системою рівнянь Чепмена –
Колмогорова. Потім були застосовані початкові умови та використано перетворення Лапласа для визначення 
ймовірності того, що система залишиться в певному стані. Крім того, зафіксувавши швидкість переходу між 
конкретними станами та ймовірність того, що система залишиться в певному стані, була встановлена ймовір-
ність того, що система залишиться в повністю функціональному стані. Програми для оцінки надійності систем 
транспорту електронів базуються на припущенні, що час переходу між певними станами безпеки описується ек-
споненціальним розподілом. 

Сумич та ін. [9] застосували модель Маркова для аналізу надійності та доступності системи ECDIS, що 
складається з основної (master) і резервної підсистеми (backup subsystem). Основна та резервна системи утво-
рюють паралельну структуру, де, припускаючи, що кожна підсистема може залишатися в робочому або неспра-
вному стані, система приймає один із чотирьох можливих станів. Використовуючи властивості моделі Маркова 
(умовний розподіл ймовірностей майбутніх станів процесу залежить лише від поточного стану; наступний стан 
залежить лише від поточного стану, а не від історії, що веде до нього), була розрахована надійність системи, ви-
значена як ймовірність неперебування в невдалому стані. Основним результатом дослідження було те, що бажа-
ного рівня надійності не було досягнуто. Це спонукало авторів запропонувати альтернативне рішення, так звану 
холодну резервну систему, яка включає резервні системи з послідовним або паралельним підключенням. 

 
Ціль та задачі дослідження. Загальноприйнятим методом оцінки ефективності технічних систем є викори-

стання теорії систем масового обслуговування. Ця теорія дозволяє розраховувати ймовірності різних станів у 
системі масового обслуговування (СМО) і визначати зв’язок між певними параметрами СМО та показниками її 
ефективності. 

Припускаючи, що всі канали в системі є елементарними каналами, процес, який СМО виконує в даний мо-
мент, можна описати як марківський випадковий процес. Цей процес складається з дискретних станів і відбува-
ється протягом безперервного періоду часу. Якщо процес задовольняє умову ергодичності, досягається остаточ-
ний усталений (фінальний) режим. У цьому режимі ймовірності станів та інші параметри процесу не залежать 
від часу. Дослідники часто зосереджують свої дослідження на цих усталених, довготривало існуючих характе-
ристиках. 

Розглянемо навігаційний комплекс судна (в тому числі і судноводія, як найважливішого її елемента), як од-
ноканальну СМО, на вхід якої приходить потік заявок (відмов) того чи іншого елементу, а система реагує пото-
ком обслуговування (відновлення). В залежності від інтенсивності негативних умов мореплавства ці потоки ві-
дмов можуть мати критичні значення, які необхідно компенсувати відповідним збільшенням інтенсивностей по-
токів обслуговування і відновлення. Здійснимо моделювання роботи такої СМО з метою отримання залежностей 
вихідних характеристик означеної СМО від інтенсивностей відповідних вхідних потоків (вхідних факторів). 

 
Математична модель. Нерегулярні потоки заявок і різний час обробки призводять до непослідовного ви-

користання СМО. У деяких випадках невиконані замовлення (запити) можуть накопичуватися на вході, що при-
зводить до перевантаження СМО. І навпаки, бувають ситуації, коли на вході є доступний канал, але немає замо-
влень (запитів), що призводить до того, що СМО недостатньо завантажена і цей канал залишається неактивним. 
Замовлення накопичуються на вході. Є два можливі результати для цих заявок. Їх або додають до черги, або, 
якщо вони більше не можуть чекати в черзі, вони залишають СМО без обслуговування [10]. 

У разі збою каналу (відмова якогось із елементів системи) негайно починається процес відновлення його 
працездатності. Це може бути заміна несправного блоку системи або підключення резервного модуля, агрегату 
тощо. Якщо ми розглядаємо судноводія як канал обслуговування, то його умовна «відмова» може бути спричи-
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нена раптовою кризою: хворобою, що може призвести до раптової втрати свідомості (не кажучи вже про елеме-
нтарну неуважність, відволікання, пропуск важливого сигналу від приладів; судноводій, з тих чи інших причин, 
може неправильно оцінити обстановку і, як наслідок, прийняти хибний порядок дій – той самий сакраменталь-
ний людський фактор). Відновлення може відбуватися у формі відновлення уваги, працездатності, більш-менш 
швидкого приходу до тями, прийому відповідних ліків для лікування хвороби або нападу. 

Граф схеми «народження та загибелі», що відображає стан системи, має наступний вигляд (рис. 1): 
 

 
 

Рис. 1 –Граф станів СМО. 
 

де S0 – канал вільний; S1 – канал зайнятий (робочий), справний; S2 – канал вийшов з ладу, відновлюється. 
Найпростіший потік запитів приходить до входу з інтенсивністю, позначеною  . Час обслуговування – ек-

споненціальний з параметром  

.

1

обслt
  , 

де .обслt  – середній час обслуговування запиту. Це означає, що потік обслуговування є найпростішим, тобто ста-

ціонарний пуассонівський процес можна описати параметром інтенсивності, позначеним  . Функціонуючий ка-

нал може вийти з ладу і запити не будуть обслуговані (відхилені). Припустимо, що потік відмов каналу є най-
простішим з інтенсивністю  . Відразу після відмови каналу починається процес його відновлення. Час віднов-
лення каналу відповідає експоненціальному розподілу, який характеризується параметром, що називається інте-
нсивністю 

1

pt
  , 

де pt  – середній час відновлення (ремонту). У [11] проблема була розглянута подібним чином, зосереджуючись 

на навігаторі як сервісному каналі. У представленому дослідженні задача дещо ускладнюється за рахунок роз-
гляду можливості виникнення збурень каналу ще в стані спокою (тобто, коли канал ще не працює), що познача-
ється інтенсивністю   . Розумно припустити, що     [12]. 

Граф, що представляє стани СМО, матиме тепер такий вигляд (рис. 2): 
 

 
 

Рис. 2 – Граф станів СМО з можливістю відмови під час простою. 
 

Тепер ми можемо визначити остаточну ймовірність станів системи та її характеристики ефективності: по-
значимо абсолютну пропускну здатність як A , а Q  нехай представляє відносну пропускну здатність (ймовір-

ність того, що вхідний запит буде успішно оброблено). Остаточна ймовірність станів визначається в системі ал-
гебраїчних рівнянь, які виводяться з системи диференціальних рівнянь Колмогорова шляхом прирівнювання лі-
вих частин (похідних ймовірностей станів за часом) до нуля, та може бути виражена таким чином: 

  0 1 2p p p      , 

  1 0p p    , 

2 1 0p p p     .                                                                             (1) 

Крім того, умова нормування на одиницю може бути інтегрована в цю систему: 
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0 1 2 1p p p   .                                                                               (2) 

Завдання полягає у визначенні передбачуваних остаточних (фінальних) ймовірностей: 

 

1

0 1 ;p
   

    


   

   
   

                                                                (3) 

1 0 ;p p


 



                                                                                 (4) 

 2 0p p
  

  
  




.                                                                         (5) 

Для визначення відносної пропускної здатності застосовуємо принципи, описані в [10], і отримаємо такий 
результат: 

0Q p


 



.                                                                                  (6) 

Абсолютна пропускна здатність: 

0A Q p

 

 


.                                                                             (7) 

Спростивши вираз для Q , ми можемо записати його у формі, більш зручній для чисельних розрахунків: 

    
Q


      


   

.                                                                 (8) 

 

Результати моделювання. Ймовірність обробки вхідного запиту (відносна пропускна здатність) Q  визна-

чається п’ятьма параметрами. Ці параметри є відповідними інтенсивностями потоків:  ,  ,  ,   і   . 

Проведемо чисельне моделювання значень Q  для різних комбінацій наведених вище параметрів. Розраху-

нки ймовірностей виконання вхідних запитів у різних умовах плавання та інтенсивності потоків вхідних запитів, 
потоків відмов та потоків відновлення представлені на рис. 3 – 6. Відповідні залежності для умов плавання в 
прибережних районах показані на рис. 3 – 4. У цьому сценарії інтенсивність потоку відмов зростає до 1 , а інтен-
сивність потоку запитів змінюється від 10  до 20 . У результаті шанси на виконання запитів зменшуються порів-
няно з плаванням у відкритому морі. 

 

 
 
 

Рис. 3 –Залежність між Q  та  ,  ,  ,  ,   . Інтенсивності відповідних потоків такі: 1   за годину; 0,2    за годину; 

10  ;   від 40  до 160  за годину;   від 2  до 12  за годину. 
 

     20,5098 0,01 0,0258 0,0018 0,0013 0,0001 0,0036 0,0002Q              

 5 5 21, 2002 10 0,0912 10       ;                                                           (9) 

2 0,984; 0,0082R   . 
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Рис. 4 – Залежність між Q  і  ,  ,  ,  ,   . Інтенсивності відповідних потоків такі: 1   за годину; 0,2    за годину; 

20  ;   від 40  до 160  за годину;   від 2  до 12  за годину. 
 

     20,3222 0,011 0,0275 0,002 0,0014 0,0001 0,0051 0,0002Q              

 5 5 21,6011 10 0,101 10       ;                                                              (10) 

2 0,990; 0,0091R   . 

У складних навігаційних обставинах, таких як річки, гавані, де інтенсивний рух і погана видимість, рис. 5 – 
6, ілюструють взаємозв’язки, що спостерігаються під час плавання в таких умовах. Інтенсивність потоку відмов 
збільшується до 5 , тоді як потік запитів змінюється від 20  до 40 , що додатково зменшує ймовірність виконан-
ня запиту порівняно з попередніми даними. 

 

 
 

Рис. 5 –Залежність між Q  і  ,  ,  ,  ,   . Інтенсивності відповідних потоків такі: 5   за годину; 1    на годину; 

20  ;   від 40  до 160  на годину;   від 2  до 12  годин. 
 

     20,0095 0,0163 0,0667 0,003 0,0031 0,0002 0,0049 0,0003Q               

 5 5 21,5023 10 0,1487 10       ;                                                            (11) 

2 0,989; 0,0134R   . 
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Рис. 6 – Залежність між Q  і  ,  ,  ,  ,   . Інтенсивності відповідних потоків такі: 5   за годину; 1    на годину; 

40  ;   від 40  до 160  на годину;   від 2  до 12  годин. 
 

     20,1196 0,0171 0,0604 0,0031 0,0027 0,0002 0,005 0,0003Q               

 5 5 21,3831 10 0,1561 10       ;                                                            (12) 

2 0,9886; 0,014R   . 

Рівняння  ,Q Q     під кожним графіком отримані за допомогою квадратичної двофакторної апрок-

симації. Високий рівень коефіцієнта детермінації  2 0,98 0,99R    вказує на те, що отримані квадратичні ста-

тистичні моделі адекватні і цілком доречні. Стандартне відхилення квадратичних регресій доволі низьке 

 0,006 0,014   , що вказує на їх достатньо хорошу точність. Тому ці моделі можна на практиці використо-

вувати для отримання надійних оцінок ймовірності [13, 14]. 
Аналіз рівнянь (12) і (13), отриманих при однакових значеннях 1,0   і 0, 2   , але з різною інтенсивніс-

тю потоку запитів  , показує, що збільшення   від 10  до 20  зменшує ймовірність обслуговування вхідного 
запиту Q  (відносну пропускну здатність) на 0,2 .  

У цьому випадку коефіцієнти при   і 2  збільшуються приблизно в півтора рази, а коефіцієнти для   і 
2  залишаються практично незмінними. Це означає, що збереження високого рівня Q  значною мірою залежить 

від  , а не від  .  

Водночас аналіз рівнянь (14) і (15) показує, що збільшення інтенсивності потоку відмов каналу   від 1  до 

5  (   від 0,2  до 1 ) при тій самій інтенсивності потоку запитів  20   зменшує Q  на 0,3 . При цьому коефі-

цієнт для   зростає в 2,4  рази (для 2  – у 2, 2  рази), хоча коефіцієнти для   і 2  практично не змінюються.  

Це означає, що збереження високого рівня Q  значною мірою залежить від інтенсивності відновлення кана-

лу  , а не від інтенсивності потоку обслуговування  . Таким чином, на збільшення інтенсивності потоку запи-

тів   система реагує збільшенням ролі інтенсивності потоку обслуговування   і, навпаки, зі збільшенням інте-

нсивності потоку відмов   система реагує підвищенням ролі інтенсивності відновного потоку  . На нашу дум-

ку, система в цьому випадку діє дуже фізично і логічно.  
Отримані результати моделювання також узгоджуються з наступними рекомендаціями щодо експлуатацій-

ної роботи на містку у різних складних навігаційних умовах [15] табл. 1. 
Стан вахти на містку – I. 
Щоб виконати цю умову, на містку повинні бути як вахтовий, так і спостерігач.  
Вахтовий офіцер виконує регулярні вахтові обов’язки, а іноді є єдиним вахтовим протягом дня.  
В умовах, коли потрібне ручне керування, важливо зазначити, що капітан не може діяти як спостерігач. 

Тому необхідно призначити додаткового члена команди в якості спеціального спостерігача.  
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Таблиця 1 – Стани вахтенної роботи на містку, що пов’язані з умовами плавання 
 

 
Відкриті 
води 

Обмежені води, постановка на якір, посадка 
або висадка лоцмана 

Вхід або вихід з 
порту 

Ясна погода, рух транспорту незначний 
або відсутній 

I II III 

Ясна погода, інтенсивний рух II II або III III 

Обмежена видимість, рух транспорту 
незначний або відсутній 

II II III 

Обмежена видимість, інтенсивний рух 
транспорту 

II or III II або III III 

Пілотаж I I або II II або III 

 
Машинне відділення має можливість працювати як в пілотованому, так і в безпілотному режимах. 
Стан вахти на містку – II. 
Для виконання цієї вимоги необхідно, щоб на містку були присутні такі особи: капітан або старший поміч-

ник, вахтовий помічник, спостерігач і керманич.  
Безпечне плавання екіпажу та загальна вахта контролюються капітаном або старпомом. Вахтовий офіцер, 

який допомагає капітану або старпому, надає відповідну інформацію, керує судном і контролює виконання на-
казів. У ситуаціях, які екіпаж вважає необхідними, або в складних умовах, таких як інтенсивний рух, обмежена 
видимість, маневри в порту або посадка лоцманів, керманич бере на себе керування судном вручну.  

Важливо, щоб у машинному відділенні завжди був доступний персонал, але в кінцевому підсумку капітан 
вирішує, призначати туди персонал чи ні. 

Стан вахти на містку – III. 
Для виконання цієї умови на містку необхідна присутність наступного персоналу: капітан, вахтовий, дода-

тковий спостерігач і рульовий.  
В умові III вахтовий офіцер звільняється від обов’язків спостереження за зіткненнями, і додатковий офіцер 

виконує цю роль, використовуючи системи AIS/ARPA. Вони забезпечують вахтового офіцера важливою навіга-
ційною інформацією та інформацією про судна, що знаходяться поблизу.  

Вкрай важливо, щоб персонал був присутній і готовий у машинному відділенні. 
Як бачимо, судноводії – практики, зважаючи на ускладнення умов судноплавства, відповідним чином по-

силюють склад вахти на містку. Тим самим вони фактично переводять систему з одноканальної в двох-, а при 
потребі і в трьохканальну, що значно підвищує її надійність і ефективність за рахунок перерозподілу обов’язків 
між офіцерами вахти. 

 

В роботі також було проведено статистичне моделювання результатів чисельних експериментів. З цією ме-
тою була побудована 4-факторна лінійна регресія для залежності величини Q  від усіх 4  факторів ( ,  ,   та 

 ). Отримане рівняння множинної регресії представлено на рис. 7. 

Регресійний аналіз проводився на основі 168  точок за 4  змінними. 

     50,6377 0,0138 0,0157 0,001 0,0018 8,678 10 0,0412 0,0024Q                

 0,0063 0,0004    ;                                                                      (13) 

2 0,9329; 0,045R   . 

Отримане рівняння візуалізовано за допомогою побудованої номограми, що дозволяє швидко і достатньо 
просто виконувати будь-які необхідні розрахунки та оцінки. 

Дана модель має високий показник коефіцієнта детермінації 2 0,9329R   (що показує високу адекватність 

побудованої моделі) та доволі низьку стандартну помилку регресії, що є прийнятним для практичного викорис-
тання. 

Наведемо кілька прикладів використання номограми. 
 

Приклад 1. Вибираємо значення   (наприклад, 30 ), рухаємося в напрямку стрілки вліво, вибираємо зна-
чення   (в даному випадку це 1 ), рухаємося по стрілці вгору щоб вибрати значення   (у наведеному прикладі 

10 ), рухаючись по стрілці вправо в першому квадранті вибираємо значення   (у нашому прикладі 160 ) і в са-

мому кінці ми йдемо стрілками вниз до осі Q , де отримаємо його значення (це приблизно 0,85 ). 
 

Приклад 2. Можливий і зворотний напрямок руху по номограмі, тобто розв’язування оберненої задачі: за 
заданими значеннями, крок за кроком рухаючись по номограмі проти стрілки часу, вибираємо значення вхідних 
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параметрів моделі, які забезпечили б задане значення Q . Це завдання має багато можливих рішень і залежить 

від реальної можливості забезпечення того чи іншого рівня кожного з факторів, зрештою, від ступеня їх реаль-
ної досяжності на тому рівні розвитку техніки, що існує на даний час. 

 

 
 

Рис. 7 – Номограма чотирьохфакторної регресійної моделі для оцінки залежності Q  від  ,  ,   та  . 
 

Приклад 3. Наведеними прикладами використання номограми не обмежується. Також можливий зустріч-
ний рух згідно наведеної схеми. Наприклад, задавши бажане значення Q  і відомі значення деяких факторів з 

моделі, можна знайти необхідні значення інших факторів, які б забезпечили досягнення обраного Q . При такій 

постановці задачі номограма дає змогу визначити існування розв’язку і, якщо він існує, визначити множину мо-
жливих значень факторів, що визначаються, а також можливість їх заміщення (в певних межах зменшення зна-
чення одного з факторів може бути компенсовано збільшенням значення іншого фактора). 

 

Приклад 4. Наведена номограма надає широкі можливості для оцінки можливих граничних меж значень 
Q , якщо відомі межі, в яких можуть змінюватися вхідні коефіцієнти моделі. Тобто, якщо відомі межі, в яких з 

певною достовірністю можна знайти значення кожного з факторів, можна по заданій номограмі поступово пере-
ходити від одного фактора до іншого зі «смугою» значень, де кожна «смуга» відображає межі варіювання мож-
ливих значень цього фактора. Наприкінці цього процесу ми досягнемо відповідної «смуги» значень Q  (віднос-
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ної пропускної здатності), тобто матимемо оцінки можливих відхилень від середнього прогнозного значення Q  

(песимістичний і оптимістичний прогнози). 
 
Висновки. Аналізуючи результати моделювання, можна визначити вплив початкових параметрів на ймові-

рність виконання вхідного запиту. Це дає можливість прогнозувати стабільність компонентів навігаційної сис-
теми. Отримані результати дають можливість розробити відповідні рекомендації щодо підвищення функціона-
льної стійкості навігаційних комплексів. Результати моделювання показують, що зі збільшенням частоти відмов 
і частоти запитів ймовірність того, що вхідний запит буде виконано, значно зменшується. В результаті знижу-
ється продуктивність навігаційного комплексу.  

Таким чином, розробка моделей стійкості для навігаційних систем дозволяє моделювати різні аварійні си-
туації, а також швидко розраховувати та оцінювати різні сценарії за допомогою візуалізації номограми, отрима-
ної за допомогою багатофакторної лінійної регресії. Моделювання виявило кореляцію між продуктивністю сис-
теми та її параметрами:  ,  ,  ,  ,   . Розроблена модель доведена до побудови номограми, яка, на наш по-

гляд, має неабияку практичну цінність і може бути використана при розробці відповідних морських регламентів 
та оцінці можливостей електронної навігації. 

Це дослідження підкреслює важливість визначення належного рівня резервування навігаційних пристроїв 
для забезпечення надійності системи. Якщо значення Q  впаде нижче 0,7 , на борту корабля виникне критична 

ситуація. Як показано на рис. 3 – 6, ймовірність того, що запит буде прийнято, залежить від навігаційних умов 
судноплавства. Тому необхідно вживати відповідних заходів для забезпечення стабільності навігаційної системи 
навіть у складних ситуаціях. Якщо вичерпані технологічні можливості підвищення надійності елементів систем, 
що складають навігаційний комплекс судна, то чи не єдиним засобом підвищення надійності комплексу в ціло-
му є більш-менш глибоке дублювання і резервування його складових елементів. Проблемні питання, пов’язані з 
задачами дублювання і резервування елементів комплексу з метою підвищення його надійності, ми ставимо як 
мету наших наступних досліджень. 

Таким чином, отримані в роботі результати можуть покращити розуміння питань, пов’язаних з небезпекою 
та відповідних рівнів ризику втрати надійності навігаційного комплексу. Хоча інтерес до цих питань зростає, 
про що свідчить збільшення кількості публікацій, важливо визнати певну нестачу наукової літератури з означе-
них питань та підкреслити необхідність подальших досліджень. Однією з рекомендацій є проведення комплекс-
ного аналізу небезпек погіршення надійності систем навігаційного комплексу і більш детальна їх класифікація. 
Такий підхід дозволить глибше оцінити комплекс факторів, що визначають надійність систем навігаційного 
комплексу, і допоможе привести до більш конкретної та ефективної стратегії дій по забезпеченню високого рів-
ня надійності. 
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Ю. М. АНДРЄЄВ, О. О. ГОЛОВНЯ, Г. В. ШАБАНОВ 

АВТОМАТИЧНИЙ ВИБІР КОНФІГУРАЦІЇ ПРОСТОРОВОГО МАНІПУЛЯТОРА З ШІСТЬМА 
СТЕПЕНЯМИ СВОБОДИ НА ПІДСТАВІ ЕНЕРГЕТИЧНИХ ВИТРАТ НА ЗАДАНОМУ РУСІ 

Розглянута проблема автоматичного вибору конфігурації робота-маніпулятора з усіх можливих на базі оцінки енергетичних витрат в робо-
чому процесі при здійсненні відповідного руху захвату. На прикладі зварювального маніпулятора з шістьма степенями свободи викладено 
формули для аналітичного комп’ютерного розв’язання оберненої задачі кінематики широкого кола маніпуляторів типу ПУМА. Особливістю 
такого алгоритму є те, що кожна конфігурація ланок маніпулятора задається індивідуальним значенням одного параметра. Це дозволило за 
одним описом моделі в спеціальній системі комп’ютерної алгебри КіДиМ (ССКА КіДиМ) автоматично згенерувати в пам’яті комп’ютера 
декілька конфігурацій. Модифікацією існуючого алгоритму розв’язання оберненої задачі динаміки, що передбачає визначення руху узагаль-
нених координат попереднім вирішенням оберненої задачі кінематики, вдалося об’єднати ці дві задачі в одну. Перша задача дає можливість 
за заданим рухом захвату отримати закони зміни кутів повороту ланок, причому одразу для всіх конфігурацій. Друга – розрахувати рушійні 
моменти в кінематичних парах одразу для всіх можливих конфігурації механізму і обрати оптимальну за мінімумом енергетичних витрат 
конфігурацію. Після чого за отриманими законами зміни кутів можна реалізувати відповідний рух маніпулятора. Наведені приклади розра-
хунків механізмів маніпуляторів. Безумовним досягненням роботи є побудова аналітичного алгоритму розв’язання оберненої задачі кінема-
тики для маніпуляторів широкого кола типу ПУМА використанням кватерніонів для задання і отримання орієнтацій ланок механізму. Таким 
чином, отриманий алгоритм не вироджується ні для яких положень робота. 

Ключові слова: просторові маніпулятори, пряма і обернена задача кінематики роботів, обернена задача динаміки роботів, аналітичне 
розв’язання механічних задач роботів, спеціальна система комп’ютерної алгебри. 

YU. M. ANDRIEIEV, O. O. HOLOVNIA, H. V. SHABANOV 
AUTOMATIC SELECTION OF A SPATIAL MANIPULATOR CONFIGURATION WITH SIX 
DEGREES OF FREEDOM BASED ON ENERGY CONSUMPTION FOR A GIVEN MOTION 

The problem of automatically selecting the configuration of a robot manipulator from all possible configurations based on the evaluation of energy 
consumption during the operation process when performing a specific gripping movement is considered. Using the example of a welding manipulator 
with six degrees of freedom, formulas for the analytical computer solution of the inverse kinematics problem for a wide range of PUMA-type manipu-
lators are presented. A distinctive feature of this algorithm is that each configuration of the manipulator links is defined by an individual value of one 
parameter. This allowed for the automatic generation of several configurations in the computer’s memory using one model description in a specialized 
computer algebra system, KiDyM (SCCA KiDyM). By modifying the existing algorithm for solving the inverse dynamics problem, which involves 
determining the movement of generalized coordinates by previously solving the inverse kinematics problem, it was possible to merge these two tasks 
into one. The first task allows for obtaining the laws of changing the rotation angles of the links for all configurations based on a given gripping mo-
tion. The second calculates the driving moments in the kinematic pairs immediately for all possible configurations of the mechanism and selects the 
optimal one with the minimum energy expenditure. Afterward, the corresponding movement of the manipulator can be implemented according to the 
obtained laws of angle changes. Examples of calculations for manipulator mechanisms are provided. A significant achievement of the work is the de-
velopment of an analytical algorithm for solving the inverse kinematics problem for a wide range of PUMA-type manipulators using quaternions to 
define and obtain the orientations of the mechanism links. Thus, the obtained algorithm does not degenerate for any robot positions. 

Key words: spatial manipulators, direct and inverse kinematics problems of robots, inverse dynamics problem of robots, analytical solution of 
mechanical problems of robots, specialized computer algebra system. 

Вступ. Сучасні роботи-маніпулятори представляють багатоланкові механізми з відкритим кінематичним 
ланцюгом. Для таких систем характерною є можливість зайняття заданого положення вихідною ланкою при де-
кількох принципово різних положеннях проміжних ланок. Тому при розв’язанні задач оберненої кінематики 
встає дилема, якій з таких конфігурацій віддати перевагу. Крім необхідності обрання необхідної конфігурації 
для загального розгляду руху механізму, ця проблема може дуже заважати проведенню циклу розрахунків обер-
неної задачі кінематики ітераційними наближеними методами, наприклад, методом Ньютона [1]. Бо можливі 
випадки, коли алгоритм для одних моментів часу «іде» по одній конфігурації, а для інших – по другій. Діагнос-
тувати таку ситуацію дуже складно. Найбільш ефективним рішенням тут, як нам представляється, по-перше, ви-
користовувати аналітичне розв’язання задачі, по-друге, мати можливість для виконання заданого руху вихідною 
ланкою обрати спочатку конфігурацію механізму і при розрахунках дотримуватися її. Для обрання потрібної 
конфігурації механізму потрібен критерій. Таким чином, завданням, яке вирішується в даній статті, є – на основі 
аналітичного алгоритму розв’язання оберненої задачі для роботів-маніпуляторів класу ПУМА [2, 3] і енергети-
чного критерію для обрання оптимальної конфігурації, побудувати і дослідити алгоритм розв’язання оберненої 
задачі динаміки, в якому паралельно розраховується декілька конфігурацій і обирається найкраща за критерієм 
мінімуму роботи рушійних моментів. 

 
Аналіз останніх досліджень. Перше завдання, що тут вирішується, це – створення аналітичного алгоритму 

розв’язання задачі оберненої кінематики для конкретного маніпулятора – представника сімейства ПУМА [2]. 
Питання, що стосуються алгоритмів пошуку та використання рішень обернених завдань кінематики, широко ви-
світлюються в публікаціях, починаючи з відомої статті Денавіта і Хартенберга [4]. Ця стаття задала стандарт у 
формальному описі механізмів з кінематичними парами п’ятого класу. Практично кожна стаття зазначеного на-
пряму використовує такий опис (з останніх публікацій, наприклад [5]). Однак, нам здається, що Д – Х нотація не 
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завжди є оптимальною у зв’язку з обмеженням, що використовується в ній – обов’язковим позначенням осей кі-
нематичних пар як осей аплікат відповідних систем координат ланок. Це призводить до обліку зайвих поворотів 

систем координат (далі, СК) на 90  і 180 . У наших алгоритмах та розрахунках використовується просто опис 
послідовності зсувів та поворотів СК однієї ланки щодо іншої із зазначенням осей перенесення та повороту [6 – 
9]. 

У переважній більшості просторові роботи-маніпулятори зі шістьма степенями свободи (прикладом є кла-
сичний робот ПУМА [2, 10]) задовольняють критерію Піпера [3, 11], що полягає в тому, що механізм повинен 
мати три послідовно розташованих ланки з осями кінематичних пар, які перетинаються в одній точці. Будемо 
називати таку точку вузловою. Тому в цій статті розглядаються моделі таких пристроїв. Для роботів, що не задо-
вольняють цій умові, але схема яких близька до розглянутої тут, можливо використовувати наближені ітерацій-
ні методи і використовувати в якості початкового наближення рішення, що можна отримати пропонованим ме-
тодом. Проблема уточнення параметрів моделі може бути розв’язана за допомогою сучасних алгоритмів опти-
мізації, наприклад метода Левенберга – Марквардта [12]. 

Питанням розрахунків обернених задач кінематики та обернених задач динаміки приділяється значна увага 
в літературі [13, 14]. Бо ці задачі є дуже складними для сучасних роботів. Найбільш близько до питань, що роз-
глянуті в даній статті, підходить стаття [14]. Але там не ставиться питання автоматичного обрання оптимальної 
конфігурації. Автори зупиняються на розрахунку законів зміни кутів розв’язанням оберненої задачі кінематики 
та на розрахунку моментів в кінематичних парах розв’язанням оберненої задачі динаміки. При цьому вони 
об’єднують обидві задачі в одну, що також пропонується в даній статті. Але розрахунок робіт рушійних момен-
тів залишається поза увагою авторів статті [14]. 

 
Постановка задачі. Ставиться завдання на основі розробленого аналітичного алгоритму розв’язання обер-

неної задачі кінематики і критерію мінімуму загальної роботи рушійних моментів в кінематичних парах роботів-
маніпуляторів типу ПУМА реалізувати алгоритм розв’язання оберненої задачі динаміки і отримання законів ру-
ху ланок і діючих в їх з’єднаннях моментів для оптимальної конфігурації. 

Пропонується для розв’язання оберненої задачі кінематики шестиступеневого кутового маніпулятора спо-
чатку вирішити орієнтаційну задачу для робочої ланки – захвату. Ця задача в якості початкових даних повинна 
використовувати закони руху трьох його характерних точок, що будуються з умов руху при виконанні робочого 
процесу. На підставі таких законів потрібно отримати положення вузлової точки і кватерніон орієнтації захвату. 
Положення вузлової точки повинно дати можливість отримати кути повороту трьох перших ланок механізму. 
Вони, в свою чергу, дають кватерніон орієнтації 3-ї ланки, який сумісно з кватерніоном орієнтації захвату пови-
нен дати розв’язання відповідного кватерніонного рівняння кватерніон відносної орієнтації захвату щодо 3-ї 
ланки. Цей кватерніон виражається через кути трьох останніх ланок, що дозволяє їх розрахувати. 

Такий алгоритм дозволяє розраховувати значення узагальнених координат роботів вказаного класу безпо-
середньо для механізмів, що задовольняють критерію Піпера. Для механізмів, що не задовольняють йому, отри-
мане рішення аналітичним алгоритмом може використовуватись як початкове наближення в методі Ньютона [1]. 
Точне рішення вийде ітераційним уточненням такого рішення, взятого як початкове наближення для методу 
Ньютона.  

Слід сказати, що проблема вибору оптимальної з енергетичних міркувань конфігурації, що тут розгляда-
ється, не обов’язково потребує використання точних розв’язок оберненої задачі кінематики. Тому тут буде роз-
глянуто тільки аналітичне рішення. 

Результат розв’язання оберненої задачі кінематики використовується для розрахунку рушійних моментів в 
задачі оберненої динаміки для всіх можливих конфігурацій, а за ними – механічних робіт кожного моменту і за-
гальній роботи всіх рушійних моментів теж для всіх конфігурацій. Порівняння значень загальних робіт і дає 
змогу обрати оптимальну конфігурацію за мінімумом енергетичних витрат. 

Всі вказані тут пункти розв’язання задачі треба об’єднати в одну задачу для наступної реалізації алгоритму 
на бортовому комп’ютері. 

 
Алгоритм розв’язання оберненої задачі кінематики. Розглянемо приклад типового маніпулятора-

зварювальника (рис. 1), виконаного за поширеною схемою, запропонованою свого часу розробниками маніпуля-
тора ПУМА 560 [2]. Наведений нижче підхід до вирішення поставленого завдання легко переноситься на подіб-
ні механізми такого типу. Маніпулятор має шість кутових ступенів свободи, які забезпечуються 6-ма кінематич-
ними обертальними парами 5-го класу (рис. 1) – поворот «колони» (С) здійснюється навколо вертикальної осі на 
кут 1 , поворот «плеча» (S) і «ліктя» (L) – навколо горизонтальних осей на кути 2  та 3 , поворот «передпліч-

чя» (F) – навколо своєї поздовжньої осі на кут 4 , поворот «зап’ястя» (W) – навколо осі, яка поперечна «перед-

пліччю» на кут 5 , нарешті, поворот «захвату» (B) – навколо своєї поздовжньої осі на кут 6 , робочий інстру-

мент (T) закріплений в захваті. 
Позначимо точку перетину осі повороту захвату на кут 6  та осі повороту зап’ястя на кут 5  буквою K (на 

рис. 1 вона показана білим кольором). Приймемо, що ця точка лежить на осі симетрії початкової ланки робочого 
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інструменту BE, і що через цю точку проходить і вісь повороту на кут 4  передпліччя F. У такому разі існує 

повністю аналітичне рішення оберненої задачі кінематики маніпулятора, яке буде викладено нижче. 
Визначимо для подальшого дві точки: E  – точка зламу та D  – точка кінця робочого інструменту (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1 – Схема розрахункового робота-зварювальника. 

З трикутником KED  зв’яжемо дві системи 
координат робочого інструменту.  

Перша – Kxyz  (рис. 1) має точку K  в якості 

початку, а площина трикутника розташована в 
площині Kxz . Назвемо її «вихідною системою ко-
ординат робочого інструменту», оскільки вона 
отримується при послідовному перетворенні абсо-
лютної СК ( OXYZ  на рис. 1) в результаті її зсувів і 
поворотів відповідно до розмірів і послідовності 
поворотів ланок від «стійки» до «захвату».  

Друга – Dxyz  (рис. 1) має точку D  в якості 

початку, а площина трикутника розташована в 
площині Dxz , причому ось Dx  збігається з відріз-
ком DE , а ось Dz  направлена в сторону, куди по-
казує злам BED . Назвемо її «вхідною системою 
координат робочого інструменту», оскільки вона 
задається з умов руху робочого інструмента при  

виконанні робочого процесу. 
 

Визначення орієнтації вхідної і вихідної систем координат. СК Dxyz  розглядається тут тому, що її по-

ложення можна визначити за положенням характерних точок робочого інструмента – K , E , D . Три точки тве-
рдого тіла, які не належать однієї прямої, задають його положення, бо з площиною їх трикутника можна зв’язати 
систему координат, яка називається «пов’язаною з тілом СК», або, просто, «пов’язаною». Візьмемо точку D  за 
центр одиничної сфери і розглянемо 2 положення в 2 моменти часу двох деяких точок A  і B  тіла. Позначимо їх 
положення на сфері радіус-векторами 

0Ar


 і 
0Br


 – для моменту часу 0t  та 
1Ar


 і 
1Br


 – для моменту часу 1t . Поста-

вимо у відповідність цим моментам часу і положенням точок A  і B  кінцевий поворот тіла щодо точки D, що 

переводить точки і їх радіус-вектори з початкового  0t t  в кінцеве  1t t  положення. Знайдемо кватерніон, 

що буде відповідати такому кінцевому повороту тіла (рис. 2). Тобто, треба знайти вісь та кут кінцевого поворо-
ту. 

 

 
 

Рис. 2 – До отримання кватерніону орієнтації. 

Позначимо координати радіус-векторів 
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Зафіксуємо середини цих векторів і позначимо їх теж 
буквами A  і B . Вектори 

0Ar


, 
1Ar


, Ar


 і 
0Br


, 
1Br


, Br


 ство-

рюють рівнобічні трикутники, в яких відрізки DA  та DB  є 
за побудовою медіанами, а, отже, і висотами. Проведемо че-
рез точки A  і B  площини, перпендикулярні площинам три-
кутників. Будь-яка точка таких площин рівновіддалена від 
кінців радіус-векторів. Тому лінія перетину цих площин і бу-

де віссю кінцевого повороту. Тоді знайдемо вектор DP


 і орт 
осі кінцевого повороту: 

1 0 1 0 1 0

1 0 1 0 1 0

A B A A A A A A

B B B B B B

i j k

DP r r x x y y z z

x x y y z z

      

  

 
  

. 

 

Кут кінцевого повороту будемо визначати як кут між площинами 0A DP  та 1A DP  (або між 0B DP  та 
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1B DP ), який знайдемо через скалярне множення нормалей до них. У зв’язку з тим, що в результаті можна отри-

мати кут тільки в діапазоні  0,  , то узгоджуємо напрямок вектору DP


 – направимо його в той бік, з якого пе-

реміщення точок A  і B  спостерігалося проти ходи годинникової стрілки. Це значить, що моменти векторів 

0 1A A


 і 0 1B B


 відносно осі DP


 повинні бути позитивними. Якщо це буде від’ємною величиною, треба буде змі-

нити напрямок вектору DP


 на протилежний. Знак вказаних моментів можна визначити через один зі змішаних 
векторних добутків: 

      00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1A DPOA A A DP A A DP OA DP OA A A N A A         
         

, 

      00 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1B DPOB B B DP B B DP OB DP OB B B N B B         
         

. 

Таким чином орт осі такого кінцевого повороту отримає вираз («  » берем, коли попередні вирази позити-
вні): 

DP
e

DP
 




 .                                                                                   (1) 

Для визначення кута кінцевого повороту – кута (рис. 2) між площинами 0A DP  та 1A DP  (або – між площи-

нами 0B DP  та 1B DP ) треба знайти для них нормалі. Це буде або 

00 0A DPN N DP OA  
  

,  
11 1A DPN N DP OA  

  
,  або

00 0B DPN N DP OB  
  

,  
11 1B DPN N DP OB  

  
 

в залежності, які з них не дорівнюють нулю. Кут кінцевого повороту визначиться формулою: 

0 1

0 1

arccos
N N

N N


  
  

 
  ,                                                                       (2) 

а шуканий кватерніон – формулою: 

cos sin
2 2

e
 

  


.                                                                          (3) 

Відзначимо, що формула (1) та нормалі з формули (2) вироджуються, коли 1) 0Ar 


, 2) 0Br 


, 3) 

0A Br r  
 

. Це може бути, коли, відповідно, 1) A P , 2) B P , 3) P  знаходиться між точками A  і B  на ко-

лі, що проходить через них. 
Таким чином, шляхом задання положень точок D , E , K  в робочому процесі, за формулами (1), (2), (3) 

можна отримати кватерніон (3) орієнтації вхідної СК Dxyz . Позначимо його  
 abs
Dxyz

 . 

Для подальшого нам потрібно задати орієнтацію вихідної СК Kxyz . Для перетворення СК Dxyz  до Kxyz  

згідно рис. 1 її треба повернути на кут   навколо осі Dy  і потім – на кут  180   навколо нового положення 

осі Dz . Отримаємо кватерніон цих додаткових поворотів: 

cos sin cos sin 0 sin 0 cos
2 2 2 2 2 2

j k i j k
                       

     

   
 . 

Тоді кватерніон вихідної СК Kxyz  отримає вигляд: 

 
 

 
 abs abs

Kxyz Dxyz     .                                                                     (4) 

 

Розв’язання транспортної задачі маніпулятора. 
Отримана формула (3) дає змогу визначити потрібне з умов здійснення робочого процесу положення точки 

K  в абсолютній системі координат 

 
 

 
 

0

Vect
K D

abs absK
K D Dxyz Dxyz

K
K D

K

X X
x

Y Y
y

Z Z
z

  
      
               
             

  ,                                                   (5) 

де функція Vect  повертає векторну частину кватерніону. 
А це дає змогу розв’язати задачу визначення кутів повороту одна відносно іншої перших трьох ланок меха-

нізму. Тобто розв’язати транспортну задачу – задачу доставки точки K  – перетину осей трьох останніх ланок у 
розраховане за формулами (3), (5) положення.  
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Рис. 3 – До отримання формул для кутів у шарнірах: 

а – проєкція верхньої основної конфігурації маніпулятора на 
вертикальну площину; б – проєкція схеми маніпулятора на 

горизонтальну площину; в – проєкція нижньої основної конфі-
гурації маніпулятора на вертикальну площину. 

У зв’язку з тим, що основною задачею тут є задача 
оцінки енергетичних витрат при здійсненні руху мані-
пулятора, можна знехтувати похибкою перетину трьох 
осей в одній точці K  і прийняти, що осі трьох останніх 
кінематичних пар перетинаються в одній точці K . 

На рис. 3. показано проєкції схем маніпулятора: на 
вертикальну площину «верхньої» основної конфігурації 
маніпулятора, рис. 3, а, (лікоть – точка B  – розташову-
ється при русі вверху) та «нижньої» основної конфігу-
рації маніпулятора, рис. 3, в, (лікоть – внизу), а на 
рис. 3, б показано проєкцію схеми маніпулятора на го-
ризонтальну площину. 

Вважаємо відомими розміри ланок маніпулятора 

0h , 1h , 2h , 3h , 4h , 5h , 6h , 1d , 2d , 3d  (рис. 3) і коорди-

нати в абсолютній системі відліку KX , KY , KZ  точки 

K . 
Кут 1  легко знаходиться з нижньої проєкції 

(рис. 3, б). Для отримання кутів 2  та 3  треба 

розв’язати трикутники 1 1A B K  на проєкціях рис. 3, а та 

рис. 3, в. 
Спочатку знайдемо очевидні розміри 

0 1Kz Z h h     та 2 2 2
1 K KA K X Y z    . 

Тоді відразу знайдемо кути   – кут між вертика-
льною площиною 1 1 2 3AA B B B KE  і віссю OX  (викорис-

тано функцію atan2  для отримання кута в межах 

 ;   ),   – кут між прямою 1A K  та горизонталь-

ною площиною,   і   – кути в трикутниках 1 1A B K  

за теоремою косинусів (рис. 3), та по них – кут  : 
 

 atan2 ,K KY X  , arcsin
z

AK
 
 , 

2 2 2

arccos
2

AK BK AB

BK AK
  



, 

2 2 2

arccos
2

AB AK BK

AB AK
  



,     .    (6) 

З формул (6) знайдемо кути повороту перших трьох ланок маніпулятора: 

 1 2 3, ,
2 2

             ,                                                        (7) 

де верхні знаки у формулах відповідають верхній конфігурації, а нижні – нижній. 
Таким чином, транспортна задача розв’язана. 
 
Розв’язання орієнтаційної задачі маніпулятора. Отримані кути визначають, крім віддаленості точки K  

від стійки маніпулятора, орієнтацію у просторі «ліктя» L  (рис. 1, 2BB  на рис. 3). Запишемо вираз для кватерні-

ону повороту «ліктя» відносно абсолютної СК відповідно до послідовності поворотів на кути (7) множенням 
кватерніонів елементарних поворотів: 

 
           

2 1 2 3 1 2 3
abs

z y y z yB xyz                 ,                                         (8) 

де позначення    , , ,x y z   – тут і далі означають кватерніон елементарного повороту навколо осі   на 

кут, вказаний у дужках. Так кватерніони, що входять до виразу (8), задаються формулами: 

    2 3 2 31 1
1 3 2 3 2cos sin ; cos sin ;

2 2 2 2z yi i
    

  
                    

       
 

 
 

2

2 3 2 3 2 3 2 31 1 1 1
1 2 3cos cos sin sin cos sin sin cos .

2 2 2 2 2 2 2 2
abs
B xyz

i i i
                                             

              
  (9) 

Для отримання орієнтації «захвату» («робочого інструменту») «лікоть» треба повернути на кути 4 , 5  і 

6  у шарнірах 2B  і двічі – в K  (рис. 1, 3). СК Kxyz  захвату позначена блакитним кольором на рис. 1. Її орієн-
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тація в абсолютній СК може визначатися через задану вище орієнтацію вихідної СК (4), а може через кути пово-
ротів ланок маніпулятора в шарнірах 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 . 

Кватерніон орієнтації  
 abs
Kxyz  вихідної СК відносно абсолютної представляється в цьому випадку добутком 

кватерніонів повороту від абсолютної СК OXYZ  до СК 2B xyz  «ліктя»  
  2

abs
B xyz

  та повороту від СК 2B xyz  «лі-

ктя» до СК Kxyz  «захвату»  
  2B xyz
Kxyz

 : 

 
 

 
 

 
 2

2

abs abs B xyz
Kxyz B xyz Kxyz    ,                                                                    (10) 

де кватерніон повороту від абсолютної СК до СК 2B xyz  «ліктя»  
  2

abs
B xyz

  дається формулами (8), (9). 

Сформуємо кватерніон повороту СК 2B xyz  «ліктя» до СК Kxyz  «захвату» за допомогою кватерніонів послі-

довності поворотів, які здійснюються при такому повороті: 

 
       2

4 5 6
B xyz

x y xKxyz
        . 

Відповідно до цього отримаємо вираз: 

 
 2 5 4 6 5 4 5

1cos cos cos sin
2 2 2 2

B xyz
Kxyz

i
                       
       

 

5 4 6 5 4 6
2 3sin cos sin sin

2 2 2 2
i i

                     
       

.                                             (11) 

Таки чином, в рівнянні (10) невідомим буде кватерніон  
 2B xyz
Kxyz

 , бо кватерніони  
 abs
Kxyz

  та  
 

2

abs
B xyz

  вже ви-

значені формулами (4) і (9). Запишемо розв’язок рівняння (10): 

 
 

 
 

 
 2

2

B xyz abs abs
Kxyz B xyz Kxyz

     ,                                                                  (12) 

де  
 

2

abs
B xyz  – спряжений кватерніон (9). 

Проста форма шуканого кватерніона (11) дозволяє знайти кути 4 , 5 , 6  останніх ланок маніпулятора.  

Позначимо 0 , 1 , 2 , 3  – компоненти кватерніона, що отримується праворуч в формулі (12). Тоді знай-

демо: 

5 4 6 5 4 6
0 1cos cos ; cos sin ;

2 2 2 2

     
 

                
       

 

5 4 6 5 4 6
2 3sin cos ; sin sin .

2 2 2 2

     
 

                
       

                                          (13) 

Звідси, остаточно 

    4 1 0 3 20.5 atan2 , atan2 , ;       

 2 2 2 2
5 0 2 1 3arccos ;         

    6 1 0 3 20.5 atan2 , atan2 , .                                                              (14) 

Таким чином, формулами (1) – (5) за заданими законами зміни в часі координат характерних точок механі-
зму – B , E , D , які визначаються з умов виконання роботом рухів захвату з робочим інструментом під час ро-
бочого процесу, будуються як функції часу кватерніон вихідної СК Kxyz  і координати точки K  – вузлової точ-

ки маніпулятора. Після цього обернена задача кінематики розпадається на дві, які розв’язуються аналітично – 
задачу транспортувальну і задачу орієнтаційну. Транспортувальна – задача доставки вузлової точки K  до ви-
значеного умовами робочого процесу положення – розв’язується через вирішення відповідних трикутників, що 
створюють ланки механізму, – знаходяться значення кутів повороту трьох перших ланок за формулами (6), (7) 
для двох суттєвих з точки зору основної задачі статті конфігурацій маніпулятора. Визначення таких кутів задає 
не тільки положення, а і орієнтацію третьої ланки (8), (9). Тому орієнтаційна задача, виходячи з відомих кватер-
ніонів – орієнтації вихідної СК і орієнтації 3-ї ланки, будує спеціальне кватерніонне рівняння (10) для визначен-
ня кватерніону орієнтації захвату щодо орієнтації третьої ланки. Останній кватерніон (12) виражається через 
шукані кути останніх трьох ланок (13), звідси і находяться ці кути (14). 

 
Алгоритм розв’язання оберненої задачі динаміки. Розроблений в статті алгоритм сформульованої задачі 

реалізовано і протестовано за допомогою спеціальної системи комп’ютерної алгебри КіДиМ (ССКА КіДиМ [15, 
16]). Однією з ключових переваг способу отримання рівнянь механіки (динаміки, статики, кінематики, 
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кінетостатики, коливань), реалізованого за допомогою вбудованої системи комп’ютерної алгебри в КіДиМ, є 
представлення механічної моделі процесу сукупністю елементів – силових, інерційних, пружних та дисипативних 
[6, 15 – 18]. З них КіДиМ автоматично збирає математичну модель процесу. Динамічні рівняння, що 
отримуються в пам’яті комп’ютера в КіДиМі в аналітичному вигляді для голономних або неголономних 
дискретних механічних систем n  твердих тіл на основі загального варіаційного рівняння механіки, можна 
представити у вигляді [15, 16]: 

      и и
( ) ( ) ( )

1
ii i

n
T T i i i T T T

i C i i i i i D C PR M
i

m r   


      C CW W J J W D β W C γ W P 
     ,                      (15) 

де и и, , , ,
i i

T T T T T
D C PR M

W W W W W   – транспоновані структурні матриці сил інерції, моментів сил інерції i  го тіла 

 1, 2, ...,i n , дисипативних, пружних та інших активних сил системи відповідно; ( ),
i

i
C ir 

 – радіус-вектор 

центру мас та кутова швидкість i  го тіла (радіус-вектор центру мас задається як функція узагальнених 
координат в абсолютній СК, а кутова швидкість як функція узагальнених координат та узагальнених 
швидкостей – у зв’язаній головній центральній СК i  го тіла; ,i im CJ  – маса та діагональний тензор інерції 

i  го тіла в його зв’язаній головній центральній СК;  D  – діагональна матриця з елементами – коефіцієнтами 

дисипації, β  – матричний вектор, що об’єднує швидкості (лінійні та кутові) тіл, на які діють сили та моменти 

в’язкого тертя;  C  – діагональна матриця з елементами – коефіцієнтами жорсткості, γ  – матричний вектор, що 

об’єднує деформації (лінійні та кутові) тіл, на які діють сили та моменти сил пружності; P  – матричний вектор, 
що містить значення (характеристики) активних сил і моментів сил системи – проєкції таких сил і моментів на 
локальні СК тіл. 

Розв’язання оберненої задачі динаміки вказаних систем будується ССКА КіДиМ шляхом розв’язання 
рівнянь (15) відносно невідомих сил і моментів сил [15, 16], що входять в праву частину лінійно, і назначаються 
користувачем в вихідних даних. Параметри руху – залежності від часу узагальнених координат і, в нашому 
випадку, узагальнених щвидкостей, також задаються в вихідних даних. Таким чином, шляхом розв’язання 
системи лінійних рівнянь відносно невідомих сил і моментів, що випливає з системи (15), розраховуються 
закони зміни в часі цих невідомих. 

З наведених описів вирішення обернених задач кінематики і динаміки можна бачити, що рішення цих задач 
доволі легко можно об’єднати. Саме ця робота і була проведена в рамках розв’язання поставленої проблеми. За 
заданим рухом вихідної ланки – захвату описаним вище алгоритмом розв’язання оберненої задачі кінематики 
реалізується визначення кутів повороту ланок  1 t ,  2 t ,  3 t ,  4 t ,  5 t ,  6 t , які є узагальненими 

координатами маніпулятора. Це знання дає змогу отримати розв’язання оберненої задачі динаміки (в даному 
випадку значення моментів  1M t ,  2M t ,  3M t ,  4M t ,  5M t ,  6M t , що необхідно прикласти в кінема-

тичних парах для здійснення заданого руху). 
Залишається тільки розрахувати роботи, що здійснює кожний момент в кінематичний парі, і накопичити 

загальну роботу їх усіх 

       1 1 1

0 0 01 1 1 1

i

i i

m m m mt ti
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         ,                          (16) 

де m  – кількість таких пар; iM  – рушійний крутний момент в i  ї парі; i , i  – кут і кутова швидкість 

повороту i  ї ланкі відносно  1i   ї;  0 1,i i  ,  0 1,t t  – межи зміни такого кута і часу. 

З вищезазначеного можна побачити, що весь алгоритм розрахунку робіт рушійних моментів допускає 
одночасне розрахування конфігурацій маніпулятора. Для цього кожна конфігурація отримує номер, а необхідні 
параметри механічних моделей конфігурацій, перш за все, кути повороту ланок, рушійні моменти і їх роботи, 
індексуються відповідно номерам конфігурацій. Кожна конфігурація трактується в такому як деяка підсистема 
загальної системи, яка об’єднує всі конфігурації [18]. Тоді спеціальна інструкція у вихідних даних  

РОЗМНОЖИТИ := i(1,2); 
заставляє ССКА КіДиМ за однією записаною в вихідних даних механічною моделлю згенерувати в пам’яті 
комп’ютера необхідну кількість математичних моделей таких конфігурацій і обчислювати їх паралельно. Таким 
чином, до кінця діапазону часу розрахунку в пам’яті комп’ютера вже готові значення загальних робіт рушійних 
моментів для кожної конфігурації, котрі і дають можливість автоматично обрати за крітериєм мінімума 
загальної роботи оптимальну конфігурацію. Оскільки для кожної конфігурації вже будуть розраховані закони 
зміни узагальнених координат механізму і значення рушійних моментів, залишається їх тільки реалізувати для 
обраної конфігурації. 

 
Приклад результатів розрахунку робота-маніпулятора (рис. 1). Для ілюстрації можливостей пропоно-

ваного алгоритму у межах підготовки цієї статті було розглянуто таке модельне завдання. 
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Рух інструменту являє собою прямолінійний вертикальний рух точки D  і рух точок E  і K  траєкторіями, 
які в проєкції на горизонтальну площину представляються спіралями Архімеда з полюсами на осі Dz  (рис. 1), 
причому спіраль точки E  згортається, а точки K  – розгортається. Початкове положення характеризується вер-
тикальним розташуванням точки K  над точкою D , а кінцеве – вертикальним розташуванням точки E  над точ-
кою D . Початкова та кінцева швидкість руху інструмента дорівнює нулю. Треба забезпечити плавний відхід із 
початкового становища та плавний підхід у кінцеве. 

Для забезпечення заданого руху інструменту підібрано такі функції координат точок D , E  і K : 
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Тут   – кут зламу інструмента,   – DKE , 0.35мa   та 0.25мb   – розміри інструменту,   – кут пря-

мої DE  з вертикаллю, Er , Kr  – поточні відстані точки E  та точки K  від вертикалі, Ez , Kz  – висоти цих точок 

над точкою D . 
 

  
 

Рис. 4 – Рух точок E  і K  – вид зверху. 
 

Рис. 5 – Рух точок E  і K  – вид збоку. 
 

Такий рух було обрано тому, що він використовувався вже нами для тестування іншого алгоритму 
розв’язання оберненої задачі кінематики на базі матриць повороту. Там такий рух приводив до виродження ку-
тів, що задавали орієнтацію вхідної СК. Було обрано складну траєкторію руху по спіралі, яка забезпечує змінне 
навантаження на вузли маніпулятора. Це дозволяє перевірити ефективність алгоритму в умовах, що максималь-
но наближені до реальних динамічних задач. Крім того, на цьому прикладі видна велика різниця в значеннях 
робіт. 

 

  
 

Рис. 6 – Початкове положення робота. 
 

Рис. 7 – Кінцеве положення робота. 
 

Обчислення проводилися для двох конфігурацій маніпулятора: верхньої та нижньої, що найбільш відріз-
няються одна відносно іншої. Для кожної конфігурації було проведено визначення енергетичних витрат на ви-
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конання руху. 
Наведемо деякі графіки для демонстрації результатів. На рис. 4 та 5 наведені проєкції траєкторій руху ха-

рактерних точок робочого інструмента – точок K , E  і D , що описують спіралі – точка E  – синій колір – згор-
тається, а точка K  – зелений колір – розгортається, точка D  – рухається вертикально зверху-донизу. На рис. 6 
та 7 показано початкове і кінцеве положення механізму. Тут видно, що програма одночасно розраховує і виво-
дить на екран анімацію верхньої та нижньої конфігурації.  

Бачимо, що для верхньої конфігурації центри ваги якраз самих важких другого і третього елементів незна-
чно змінюють свою висоту, а для нижньої конфігурації якраз центр ваги другого елементу суттєво знижується, 
тому в результаті отримується така суттєва різниця в роботах. Крім того, рушійним моментам ще треба долати 
сили і моменти сил інерції, які побачити на приведених кадрах неможливо. 

В табл. 1 наведено числові дані розрахунків робіт окремих моментів і загальної роботи. Тут можна зробити 
висновок, що нижня конфігурація долає прагнення механізму рухатися донизу з прискоренням, а верхня більш 
зважена, тому обрати слід для заданого руху робочої ланки верхню конфігурацію – там абсолютне значення за-
гальної роботи рушійних моментів менше. 

 

Таблиця 1 – Робота активних моментів для верхньої та нижньої конфігурацій маніпулятора 
 

Робота моменту на конфігурації, Дж Робота моменту на конфігурації, Дж 
Момент  
на ланці Верхня Нижня 

Момент 
на ланці Верхня Нижня 

1M  0.688182 0.166543 4M  10.191 0.184492 

2M  -4.94907 -29.7506 5M  0.00405835 0.100829 

3M  -4.87331 6.22835 6M  0.0447697 0.0315224 

Загальна робо-
та 

1.10566 -23.0389  

 
Перспективи подальших досліджень. Запропонований в статті підхід представляє собою закінчене в тео-

ретичному плані дослідження. Він реалізований і протестований за допомогою ССКА КіДиМ. Тому подальші 
роботи в цьому напрямку пов’язані з реалізацією на бортових комп’ютерах маніпуляторів розглянутого класу. 
Також можливе поширення алгоритму на інші класи робототехнічних систем, наприклад, на андроподібні кро-
куючи роботи. 

 
Висновки. Принципово новим є запропонований в статті алгоритм аналітичного розв’язання оберненої за-

дачі кінематики широкого кола просторових маніпуляторів з шістьма степенями свободи типу ПУМА з викори-
станням кватерніонів. Аналітичне рішення спирається на поділення загального завдання на три простих, що ма-
ють аналітичний розв’язок. Спочатку за заданими координатами трьох точок робочого інструменту визначають-
ся параметри його положення і орієнтації у просторі. Це дозволяє визначити положення вузлової точки і пере-
йти до розв’язання транспортної задачі – визначення кутів перших трьох ланок механізму. Отримані кути зада-
ють крім положення вузлової точки орієнтацію в абсолютному просторі 3-ї ланки. Далі порівнюються результа-
ти двох послідовностей поворотів цієї ланки, що записуються через кватерніони. Перша послідовність – це по-
вертатись назад до абсолютної СК, і, від неї – до робочої ланки, орієнтація якої в абсолютної СК визначена спо-
чатку. Друга послідовність – це три повороти на три кута останніх ланок до збігання з орієнтацією робочого ор-
гану. Таким чином будується кватерніонне рівняння відносно невідомих трьох кутів в останніх кінематичних 
парах робота. Розв’язання такого рівняння завершує визначення всіх кутів повороту ланок механізму – його уза-
гальнених координат.  

Якщо припущення, прийняті вище, не цілком задовольняються в конкретній моделі, запропоноване рішен-
ня оберненого завдання кінематики маніпулятора уточняється методом Ньютона з початковим наближенням, 
отриманим описаним аналітичним рішенням. В такому випадку аналітичне рішення буде достатньо близьким до 
точного і гарантовано буде належати обраній конфігурації. 

Не зважаючи на те, що алгоритми тут викладено з метою їх реалізації в ССКА КіДиМ, вони мають значен-
ня і для реалізації в інших системах. 
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А. Я. БОМБА, І. П. МОРОЗ, З. С. ЛІСТЬЄВ 

ВИКОРИСТАННЯ СУЧАСНИХ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ В СИСТЕМАХ 
АВТОМАТИЗОВАНОГО РОЗВ’ЯЗАННЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ЗАДАЧ 

Представлено архітектуру програмної системи для автоматизованого розв’язання сингулярно збурених задач у напівпровідниковій електро-
ніці, розроблену на основі принципів предметно-орієнтованого проєктування (DDD – Domain-Driven Design). Технологія DDD була застосо-
вана до математичної моделі технічної системи «плазмовий діод» з метою демонстрації її потенційних можливостей у контексті складних 
інженерних задач. Розширено коло задач програмного проєктування за допомогою методів DDD, що дозволило більш точно моделювати 
складні системи та процеси. Особливістю представленої архітектури програмної системи є інтеграція штучної нейронної мережі, яка при-
значена для розпізнавання типів рекурентних послідовностей підзадач. Ці підзадачі утворюються в результаті декомпозиції базової задачі за 
методом примежових поправок теорії збурень. Нейронна мережа аналізує отримані підзадачі та класифікує їх за відомими типами, що до-
зволяє автоматизувати вибір найбільш ефективних методів їх розв’язання та оптимізувати обчислювальні ресурси. Застосування DDD у кон-
тексті розробки програмної системи для розв’язання сингулярно збурених задач дозволило досягти глибокого розуміння предметної області 
та відобразити її концепції у програмному коді. Це сприяє створенню гнучких та масштабованих систем, які легко адаптуються до змін ви-
мог та умов експлуатації. Математична модель «плазмового діода» слугувала тематичним дослідженням, яке підтвердило ефективність за-
стосованого підходу. Розроблена система відкриває нові перспективи в автоматизації та оптимізації процесів моделювання та аналізу в галу-
зі напівпровідникової електроніки. Застосування DDD та інтеграція інтелектуальних компонентів, таких як штучні нейронні мережі, сприя-
ють розширенню можливостей програмного забезпечення та підвищенню його ефективності. Подальший розвиток системи передбачає роз-
ширення бази даних підзадач та методів їх розв’язання, вдосконалення алгоритмів навчання нейронної мережі, а також адаптацію архітекту-
ри для інших типів технічних систем та задач. Це сприятиме більш широкому застосуванню розробленого підходу в різних галузях науки та 
техніки. 

Ключові слова: сингулярно збурені задачі, предметно-орієнтоване проєктування, штучна нейронна мережа, автоматизоване моделю-
вання, метод примежових поправок, символьні обчислення. 

A. YA. BOMBA, I. P. MOROZ, Z. S. LISTIEV 
USE OF MODERN INFORMATION TECHNOLOGIES IN SYSTEMS FOR AUTOMATED SOLUTION 
OF SINGULARLY PERTURBED PROBLEMS 

The paper presents the architecture of a software system for automated solution of singularly perturbed problems of semiconductor electronics, devel-
oped based on the principles of domain-driven design (DDD). The DDD technology was applied to the mathematical model of the technical system 
"plasma diode" to demonstrate its potential in the context of complex engineering problems. The range of software design problems was expanded us-
ing DDD methods, which made it possible to model complex systems and processes more accurately. A special feature of the presented architecture of 
the software system is the integration of an artificial neural network designed to recognize the types of recurrent sequences of subproblems. These 
subproblems are formed as a result of decomposition of the basic problem using the method of boundary corrections of perturbation theory. The neural 
network analyzes the obtained subproblems and classifies them by known types, which allows automating the selection of the most effective methods 
for their solution and optimizing computing resources. The use of DDD in developing a software system for solving singularly perturbed problems al-
lowed us to deeply understand the subject area and reflect its concepts in the program code. This contributes to creating flexible and scalable systems 
that can easily adapt to changing requirements and operating conditions. The "plasma diode" mathematical model served as a case study confirming 
the approach's effectiveness. The developed system opens up new prospects for automating and optimizing modeling and analysis processes in semi-
conductor electronics. The use of DDD and the integration of intelligent components, such as artificial neural networks, contribute to the expansion of 
software capabilities and increased efficiency. Further system development involves expanding the database of subtasks and methods for solving them, 
improving neural network training algorithms, and adapting the architecture to other technical systems and problems. This will contribute to a wider 
application of the developed approach in various fields of science and technology. 

Key words: singularly perturbed problems, Domain-Driven Design, artificial neural network, automated modeling, method of boundary layer 
corrections, symbolic computations. 

Вступ. Сингулярно збурені задачі теорії диференціальних рівнянь – це клас задач, які, зокрема, містять малі 
параметри при старших похідних чи частині старших похідних (для рівнянь у частинних похідних). Сингулярні 
збурення (доданки, що містять малий параметр) суттєво впливають на поведінку розв’язків цих задач, зокрема, 
на їх структуру та асимптотичні властивості. Відповідні постановки задач, які зазвичай є нелінійними, виника-
ють в різноманітних прикладних задачах фізики (зокрема електроніки), хімії, біології і використовуються для 
опису математичних моделей процесів дифузії, фільтрації рідин в пористих середовищах, тепло- и масо-
переносу та багатьох інших областях [1 – 3]. 

Проблема розв’язання сингулярно збурених задач обумовлена тим, що, зокрема, стандартні чисельні методи 
часто виявляються неефективними при спробі їх вирішення, оскільки не можуть адекватно відтворити різкі пе-
репади розв’язку без значного збільшення обчислювальних витрат. Для вивчення сингулярно збурених неліній-
них задач для диференціальних рівнянь в частинних похідних розроблені спеціалізовані асимптотичні методи: 
метод ВКБ [5], метод Люстерника – Вішика [6] та, зокрема, метод примежових поправок [7 – 10], які дозволя-
ють отримати наближені розв’язки задач, виражені степеневими рядами за малими параметрами. Відповідно, 
процедура розв’язання сингулярно збурених задач характеризується високим рівнем складності. 

Слід відзначити, що сучасні прикладні задачі (у тому числі і сингулярно збурені), як правило, мають ком-
плексну постановку, тобто в них поєднуються математичні моделі низки фізичних процесів, що протікають у те-
хнічній системі. Наприклад, у технічній системі «плазмовий діод» є необхідність контролю процесу формування 
електронно-діркової плазми та процесу нагріву плазми [9] тощо. Ця обставина додатково підвищує рівень склад-
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ності проблем, що містять особливості (сингулярності).  
Логічним рішенням, що знижує рівень складності початкової задачі, є проведення її декомпозиції. Цей під-

хід природно реалізується в низці асимптотичних методів, зокрема в методі примежових поправок [7].  
Поряд із цим поява перспективних сучасних інформаційних технологій, таких, як розпаралелювання, вико-

ристання віддалених серверів для виконання обчислень, використання символьних перетворень, штучного інте-
лекту під час обчислювального процесу, разом із збільшеними ресурсами комп’ютерних систем надають можли-
вість підійти до розробки алгоритмів вирішення сингулярно збурених задач на новому якісному рівні. Такого ти-
пу обчислювальні алгоритми традиційно складають основу ядра систем автоматизованого проєктування 
(САПР) [11 – 13]. Зауважимо і те, що математичні моделі різноманітних технічних систем, зокрема електронних 
напівпровідникових пристроїв, постійно удосконалюються, і, відповідно, виникає необхідність у поновленні яд-
ра алгоритмів САПР. 

З огляду на специфіку задач, що вирішуються на сучасному етапі розвитку математичного моделювання, та 
складність процесів моделювання, виникає необхідність залучення певних підходів до організації обчислюваль-
ної програмної системи і відповідних обчислювальних процесів. На даному етапі розвитку інструментарію роз-
робки інформаційних систем популярною є технологія предметно-орієнтованого проєктування (DDD – 
Domain-Driven Design) [14, 15]. DDD є підходом до створення та удосконалення складних програмних систем, 
який ґрунтується на модельній інформації про певну предметну область. 

 
Метою роботи є розробка концепції архітектури програмного забезпечення для автоматизованого 

розв’язання сингулярно збурених задач з використанням методу примежових поправок, а також її реалізація для 
базової задачі напівпровідникової електроніки із залученням сучасних інформаційних технологій. 

 
Постановка модельної задачі і проблематика розв’язання нелінійних сингулярно збурених задач. В 

надвисокочастотній електроніці широкого застосування набув напівпровідниковий p i n   діод (плазмовий ді-

од) [16]. Пристрій утворюють формуванням контактів відповідних матеріалів з різними типами провідності (між 
напівпровідниками p  (діркового) та n  (електронного) типів розміщують шар власного напівпровідника – ма-

теріал i  типу). Робота напівпровідникового p i n   діода ґрунтується на можливості керування провідністю 

електронно-діркової плазми, що утворюється в активній області ( i  області) такого пристрою.  
Для дослідження електропровідних характеристик i  області p i n  –діодів широко використовується 

дифузійно-дрейфова модель, яка базується на рівняннях неперервності електронного і діркового струмів і рівнян-
ні Пуассона з відповідними граничними умовами. Для одновимірного стаціонарного випадку, доцільність розгля-
ду якого зумовлена особливостями геометричної структури пристрою та типовими режимами його роботи, по-
становка модельної задачі має такий вигляд [17 – 19]: 
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де  x ,  n x ,  p x  – шукані функції розподілів потенціалу, концентрацій електронів і дірок в активній області 
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   (малий параметр 6 810 10   );   – відносна діелектрична ста-

ла; 0  – діелектрична стала; w  – характерний розмір активної області діода; e  – заряд електрона; iN  – концен-

трація носіїв заряду у власному напівпровіднику; k  – стала Больцмана; T  – температура ( K ); 
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*p
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w
A

D 
  – сталі; 

nD , pD  – коефіцієнти дифузії дірок та електронів відповідно; *
n , *

p  – характерні часи рекомбінації носіїв за-

ряду в об’ємі активної області (у даній математичній моделі є сталими, які залежать, як і коефіцієнти дифузії, від 
обраного матеріалу напівпровідника);  dN x  – профіль легування активної області домішками (задана функція); 

J  – густина струму інжекції; U  – різниця потенціалів на активній області; n , n  – коефіцієнти рекомбінації 

носіїв заряду на контактах. 
Задача (1) – (3) є сингулярно збуреною. Розв’язки таких задач, згідно з [3, 7], шукаємо у вигляді асимптоти-

чних рядів за малим параметром задачі наступного виду:  
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де  N x ,  P x ,  x  – регулярні складові розв’язку, які подаємо у вигляді асимптотичних рядів за степенями 

малого параметра;  N  ,  P  ,   ,  N  ,  P  ,    – примежові поправки відповідно в околах точок 

0x   та 1x  , які також подаємо у вигляді відповідних асимптотичних рядів (
x


 , 
1 x



  – відповідні ре-

гуляризуючі розтяги);  ( ) ,sR x  ,  ( ) ,n sR x  ,  ( ) ,p sR x   – залишкові члени. 

Шляхом виконання стандартної процедури декомпозиції вихідної задачі (1) – (3) (на основі 
«прирівнювання») приходимо до постановок рекурентної послідовності задач для систем звичайних диференці-
альних рівнянь з відповідними граничними умовами (за аналогією до [3, 4], де можна ознайомитись із деталь-
ним описом відповідного алгоритму).  

Наведемо приклади елементів такої послідовності задач (для випадку, коли домішки у досліджуваній облас-
ті відсутні: 0dN  ): 
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При цьому зауважимо, що «надлишок» умов (а саме (5.4)) забезпечує можливість знайти ще й характерну 

точку x x , в якій узгоджуються потенціальне та силове поля, породжені примежовими поправками до розпо-

ділів концентрацій електронів  n x  та дірок  p x  (відповідно в околах 0x   та 1x  ).  

Аналогічно для поправок вищих порядків матимемо:  
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У постановках задач (5) – (6):  0 x ,  0n x ,  0p x  – головні члени регулярної частини асимптотики; 

 0N  ,  0P  ,  0  ,  0N  ,  0P  ,  0   – головні члени примежових поправок відповідно в околах то-

чок 0x   та 1x  ;  1 x ,  1n x ,  1p x ,  1N  ,  1P  ,  1  ,  1N  ,  1P  ,  0   – наступні члени аси-

мптотики. Відмітимо, що для пошуку членів асимптотики з індексом 2i   ( 1i   для примежових складових 
електростатичного поля) будуються задачі, які аналогічні (5) – (6) [3, 4]. 

Застосування методу примежових поправок для розв’язання нелінійної задачі (1) – (3) (нагадаємо, що зада-
ча (1) – (3) є типовою задачею напівпровідникової електроніки) має свої переваги. Застосування відповідних об-
числювальних схем до розв’язання такої задачі супроводжується витратами значних обчислювальних ресурсів, 
виникають проблеми із стійкістю побудованих обчислювальних схем [20]. Задачі (5) – (6) на відміну від (1) – (3) 
є значно простішими, у даному випадку – лінійними, основна частина з яких є неоднорідними, із змінними кое-
фіцієнтами. Такого типу задачі є добре вивченими. Все ж процедура розчеплення сингулярно збурених задач з 
використанням, наприклад, методу примежових поправок є громіздкою, як показує частина схеми розпаралелю-
вання (5) – (6). Вона пов’язана із розчепленням (зокрема, введенням регуляризуючого розтягу) та розв’язанням 
відповідних задач (зокрема, для пошуку примежових поправок). 

Зауважимо, що постановка задачі (1) – (3) є базовою. Як було зазначено вище, додатково ускладнює модель 
врахування, наприклад, ефектів розігріву електронно-діркової плазми; ефектів, що пов’язані із впливом зовніш-
ніх фізичних полів, неоднорідностями досліджуваної структури; необхідністю врахування складної геометрії об-
ласті розв’язання задачі, поверхневих ефектів тощо. Окремої уваги заслуговують відповідні нестаціонарні зада-
чі. Зокрема, у напівпровідникових матеріалах на динаміку носіїв заряду впливає розігрів кристалу та електро-
нно-діркової плазми внаслідок виділення в об’ємі p i n   діода Джоулевого тепла та вивільнення енергії вна-

слідок рекомбінації носіїв заряду [9, 21]. Ці процеси приводять до зміни значення малого параметра задачі   

  T  та значення коефіцієнтів дифузії носіїв заряду nD    nD T , pD    pD T . Для опису температурного 

поля використовується рівняння теплопровідності (7) з відповідними граничними умовами виду (8) (у одновимі-
рному випадку): 
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де c  – питома теплоємність напівпровідникового матеріалу;   – густина речовини; t  – коефіцієнт теплопро-

відності; gE  – ширина забороненої зони напівпровідника; n pR R R   – швидкість рекомбінації носіїв заряду; 

n pG G G   – швидкість генерації електронів та дірок; ,   – феноменологічні сталі (наприклад, для кремнію 

 Si  – 1.169eVgE  , 44.9 10 eV/K   , 655K   [18]); / tk   ,   – коефіцієнти теплопередачі,  *T x  – 

задане температурне поле у початковий момент часу. 
Доцільним вважаємо розробку програмного забезпечення для проведення автоматизованої декомпозиції 

модельної задачі та синтезу її розв’язків. Цей алгоритм був би корисною компонентою ядра не тільки спеціалізо-
ваних САПР, але й програм, які забезпечують виконання символьних перетворень для розв’язання сингулярно 
збурених задач математичної фізики у цілому. Відзначимо, що кількість задач відповідного типу та сфери засто-
сування методів теорії збурень зростають. Розробці таких алгоритмів сприяє поява низки сучасних інформацій-
них технологій таких, як штучний інтелект (AI), машинне навчання (ML), хмарні обчислення, технології розпа-
ралелювання, символьні обчислення тощо [22 – 25]. Зокрема, хмарні обчислення дозволяють використовувати 
обчислювальні ресурси у мережі інтернет, не вдаючись до власних фізичних серверів або обчислювальних ма-
шин, що забезпечує гнучкість, масштабованість та ефективність використання ресурсів. Технології розпарале-
лювання забезпечують можливість одночасного виконання кількох обчислювальних процесів, що значно збіль-
шує швидкість обробки даних та ефективність вирішення складних науково-дослідницьких обчислювальних за-
дач за рахунок розподілу виконання програм між декількома процесорами або компʼютерами, що об’єднані в ме-
режі, та оптимізації доступних ресурсів. Символьні обчислення на відміну від числових обчислень, що викорис-
товують апроксимацію для представлення чисел та виконання математичних операцій, дозволяють точно мані-
пулювати виразами, виконуючи алгебраїчні перетворення, інтегрування, диференціювання та інші математичні 
операції. 

 

Розробка концепції архітектури програмного забезпечення для вирішення сингулярно збурених задач 
(ПЗ ВСЗЗ). Архітектура ПЗ ВСЗЗ, що проєктується, очевидно, визначається набором задач, на вирішення яких 
націлено ПЗ. Цілі ПЗ зрозумілі із контексту постановки та застосування математичних методів розв’язання від-
повідних задач моделювання математичних (наприклад, (1) – (3)) та інформаційних (наприклад, задач декомпо-
зиції, агрегування). Спираючись на постановку нелінійної задачі моделювання (1) – (3) та керуючись загальною 
методикою розв’язання сингулярно збурених задач [7, 8], приходимо до розуміння того, що результат моделю-
вання (набір функціональних залежностей між характеристиками досліджуваної технічної системи) досягається 
шляхом, по-перше, виконання символьних перетворень базових рівнянь та умов в постановці задачі (у базові рі-
вняння здійснюється підстановка відповідних степеневих рядів, що побудовані за малим параметром задачі; 
проводиться групування членів рівнянь (умов) при однакових степенях малого параметра). Отримуємо рекурен- 
декомпозицію базової задачі (1) – (3) (рис. 1, етап І). По-друге, визначається тип кожної задачі із отриманої по-
слідовності і приймається рішення про спосіб її розв’язання (рис. 1, етап ІІ). Далі, у залежності від визначеного 
типу підзадачі, задіюється певний метод аналітичного чи чисельного розв’язання підзадачі (рис. 1, етап ІІІ). На 
останньому етапі проводиться агрегування отриманих даних у потрібному для користувача програмного продук-
ту вигляді. 

Згідно методології предметно-орієнтованого проєктування (DDD) на початковому етапі розробки програм-
ної системи виділяємо компоненти предметної області, їх основні властивості [14, 26] та формуємо систему від-
повідних ідентифікаторів. В нашому випадку, оскільки в основу інформаційної системи закладено постановку 
певної математичної проблеми, доцільним (і очевидним) є використання математичних виразів різного виду (рі-
внянь, умов, постановок задач) у якості структурних одиниць та словника з переважанням математичних (мате-
матичної теорії збурень) і технічних (теорії пристроїв напівпровідникової електроніки) термінів.  

Компоненти предметної області доцільно розділити на дві групи. Перша включає у себе елементи постано-
вки базової математичної проблеми (постановку модельної задачі (1) – (3)), які є вхідними даними інформаційної 
системи. Друга містить об’єкти, що формуються у результаті перетворення первинної вхідної інформації за сис-
темою відповідних правил (обґрунтованих, наприклад, методом примежових поправок), і є фактично постанов-
ками конкретних математичних задач визначеного типу (наприклад, постановками задач Коші, крайових задач, 
наприклад (5) – (6)). Якщо елементами першої групи є текстова інформація, яка визначає опис математичного рі-
вняння чи умови, то елементами другої групи є інформаційні об’єкти з наборами даних для пошуку аналітичних 
(якщо це можливо) чи чисельних розв’язків відповідними методами. Між елементами відповідних груп предме-
тної області існує відповідність. Фактично елементи другої групи є результатами проведення декомпозиції поча-
ткової задачі асимптотичними методами (рис. 1). 
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Рис. 1 – Структурна схема вирішення сингулярно збурених задач. 
 

У результаті аналізу предметної області приходимо до висновку про те, що програмна реалізація моделі по-
винна включати блоки (домени) символьних перетворень; інтелектуального аналізу вхідної інформації, що 
включає етапи проведення декомпозиції вихідної задачі та визначення типу математичної підзадачі, яка є резуль-
татом декомпозиції; чисельного (або символьного) розв’язання математичних задач згідно отриманих постано-
вок підзадач, блок синтезу кінцевих результатів, а також інтерфейсний блок. Зазначені блоки повинні включати в 
себе низку взаємопов’язаних алгоритмів. Наприклад, алгоритми роботи з текстом: пошук, об’єднання, вилучення 
(текстовий процесор); алгоритми розпізнавання типу математичної задачі (класифікації) і прийняття рішень про 
спосіб її розв’язання (аналіз даних відповідними нейронними мережами); алгоритми символьно-числового 
розв’язання математичних задач (числовий процесор); алгоритми синтезу кінцевого результату (агрегатор) тощо. 
Відзначимо, що на етапах пошуку розв’язків математичних задач (етап ІІІ, рис. 1) та агрегування кінцевих ре-
зультатів (етап ІV, рис. 1) з’являється можливість розпаралелювання обчислювальних процесів. Перелік основ-
них структурних елементів програмної системи утворює її змістовне ядро. 

 

 
 

Рис. 2 – Діаграма контекстів (Context Map). 
 

Діаграма контекстів (рис. 2) ілюструє взаємозв’язок між двома основними доменами (блоками): TaskDomain 
і ProgramDomain, що є ключовими елементами в розробці програмної системи згідно методології DDD [27]. У 
TaskDomain представлені TaskRepository, інтерфейсний блок якого відповідає за зберігання вхідних даних послі-
довності задач (наприклад, задач (4) – (5)), та Task, який містить набір методів реалізації алгоритмів розв’язання 
конкретних математичних задач і задач, що пов’язані з обробкою даних. TaskRepository взаємодіє з Task, забез-
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печуючи управління їхнім життєвим циклом, що є критично важливим для символьних перетворень, інтелектуа-
льного аналізу вхідної інформації, чисельних перетворень та синтезу результатів. У ProgramDomain відображені 
ProgramRepository, що зберігає програми (Program), які визначають загальну логіку розв’язання задач, що струк-
туруються на основі методів TaskRepository. Компонента ProgramDomain Result відображає результати виконан-
ня структурованого алгоритму, які передаються ResultRepository для збереження. ProgramRepository взаємодіє з 
Program, яка виконує задачі, отримані з TaskDomain, забезпечуючи ефективне чисельне або символьне 
розв’язання математичних задач, задач інтелектуального аналізу та синтезу результатів виконання структурова-
них алгоритмів. Взаємозв’язок між Task та Program демонструє, що Task виконується за допомогою Program, а 
результати виконання зберігаються в ResultRepository для подальшого аналізу та використання. Така структура 
підкреслює модульність і чітке розділення обов’язків між доменами, що полегшує управління задачами та про-
грамами в системі, а також сприяє побудові ефективної системи символьних та числових перетворень, задач 
аналізу та синтезу. 

 

 
 

Рис. 3 – Архітектура програмного забезпечення моделювання та аналізу з використанням WPF, моделей домену 
та інфраструктурних сервісів. 

 

Діаграма архітектури ПЗ (рис. 3) [28] демонструє багаторівневу архітектуру системи, що складається з чо-
тирьох основних шарів: Presentation Layer (View), I/O Layer, Domain Model Layer (Model) та Infrastructure Layer 
(View Model). Presentation Layer відповідає за відображення даних користувачеві та взаємодію з ним за допомо-
гою WPF Framework, що забезпечує зручний інтерфейс користувача. I/O Layer обробляє вхідні та вихідні дані 
через Input/Output Service, який є посередником між Presentation Layer та Domain Model Layer. Дані тут подають-
ся у вигляді рядків, що відображають рівняння моделі та додаткові умови. При цьому існує можливість викорис-
товувати стандартні структури даних із бази даних DB1.1 запропонованої програмної системи. Також тут потрі-
бно передбачити зручний (дружній) інтерфейс користувача для формування остаточного вигляду модельної зада-
чі. Domain Model Layer реалізує логіку домену та моделювання предметної області, включаючи ER model, Text 
model та Math model, що дозволяє проводити декомпозицію задачі (при цьому використовуються інструменти 
для символьних перетворень) та визначати типи математичних підзадач (методами інтелектуального аналізу). 
Нарешті, Infrastructure Layer забезпечує інфраструктурні сервіси для моделі представлення, включаючи Analysis 
Service, Decision-Making Service, Decomposition, textprocessor, mathprocessor та бази даних DB1.3. Особливістю 
компонентів аналізу в системі є процес прийняття рішень, для забезпечення якого пропонується використання 
нейронних мереж. Нейронні мережі здатні ефективно моделювати складні взаємозв’язки між вхідними даними 
та результатами [29 – 31], забезпечуючи належну точність і адаптивність при розв’язанні завдань. Вони дозво-
ляють системі здійснювати інтелектуальний аналіз і автоматично приймати рішення на основі навчання на вели-
ких масивах даних. Завдяки їх здатності до самонавчання, нейронні мережі можуть покращувати результатив-
ність з часом, що робить їх ідеальними для задач, пов’язаних з аналізом, класифікацією, прогнозуванням і опти-
мізацією в рамках програмної системи. Бібліотеки (textprocessor, mathprocessor) зберігають алгоритми символь-
них перетворень (textprocessor) та чисельних перетворень (mathprocessor) і при цьому використовують дані про 
фізичні характеристики матеріалів з DB1.3. Взаємодія між цими шарами здійснюється через чітко визначені ін-
терфейси, що дозволяє підтримувати модульність та розширюваність системи, забезпечуючи ефективну реаліза-
цію методів символьного та числового розв’язання задач та синтезу кінцевих результатів. Результати проміжних 
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перетворень агрегуються у кінцевий результат – розв’язок поставленої задачі, який подається у табличному (або 
графічному) вигляді і зберігається у базі даних DB1.2.  

Зазначимо, що компоненти моделі архітектури програмної системи для розв’язання задач напівпровіднико-
вої електроніки (симуляції) можуть бути постійні (складають ядро програмної системи), варіабельні (входять у 
структуру алгоритму, але додаються в модель у залежності від потреб моделювання (наприклад, врахування різ-
них зовнішніх впливів, врахування різної природи процесів у системі (процеси рекомбінації можуть мати різну 
природу), геометрія просторової області тощо, рис. 1 – бібліотека моделей)) та нові (що невідомі на момент роз-
робки моделі і відповідної програмної системи) – ті, що розширюють можливості стандартної програмної сис-
теми. 

На діаграмі варіантів (способів) використання (Use Case, рис. 4) [32] зображено послідовність дій, необхід-
них для розв’язання задач. Вона охоплює різноманітні етапи процесу моделювання, від створення математичної 
моделі до агрегування результатів, і включає взаємодію між кількома користувачами та варіантами використан-
ня, що представляють ключові кроки вирішення задачі. 

Діаграма відображає етапи використання ПЗ. Початковим є етап створення математичної моделі (Create 
Mathematical Model), на якому здійснюється опис фізичних процесів у технічній системі та їх перетворення у ві-
дповідні математичні вирази чи систему диференціальних рівнянь. Цей крок є фундаментальним, оскільки точ-
ність і коректність подальших розрахунків залежать від якості сформульованої математичної моделі. Після ство-
рення моделі здійснюється декомпозиція задачі (Decompose Task), яка розбиває складну задачу на підзадачі, що 
можуть бути розв’язані незалежно. Взаємодія між створенням моделі та декомпозицією підкреслює, що остання 
залежить від коректності початкової моделі. 

Наступним етапом є налаштування обчислювального середовища (Setup Computational Environment), що ви-
конується іншим користувачем. Цей етап включає підготовку необхідних апаратних і програмних ресурсів для 
проведення чисельних чи аналітичних розрахунків. Взаємодія на цьому етапі відбувається через обмін даними 
про характеристики задачі та необхідні обчислювальні ресурси, що мають бути доступні для виконання проце-
дури розв’язання задачі. Після налаштування середовища здійснюється вибір методу розв’язання (Select Solution 
Method), що передбачає визначення найбільш оптимального підходу для кожної підзадачі. Цей вибір базується на 
аналізі типу задачі, що дозволяє забезпечити максимальну ефективність і точність обчислень. 

 

 
 

Рис. 4 – Діаграма варіантів (способів) використання (Use Case). 
 

Виконання чисельного або аналітичного розв’язання (Perform Numerical/Analytical Solution) є наступним 
кроком після вибору методу. Тут реалізується застосування обраних методів до відповідних підзадач. Взаємодія з 
попереднім етапом (Select Solution Method) забезпечується використанням обраного методу розв’язання для ко-
жної окремої підзадачі. Перевірка точності моделі (Validate Model Accuracy) проводиться на декількох етапах 
процесу, щоб упевнитися в коректності отриманих результатів і, за необхідності, здійснити коригування обчис-
лювальних параметрів чи самого методу. 

Останні етапи включають моніторинг продуктивності (Monitor Performance) і агрегування результатів 
(Aggregate Results), які забезпечують збір та аналіз та відображення результатів розрахунків для остаточної оцін-
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ки моделі та її відповідності очікуваним фізичним і технічним характеристикам. Всі ці етапи тісно взаємо-
пов’язані між собою, забезпечуючи інтегрований підхід до розв’язання складних задач моделювання в напівпро-
відниковій електроніці. Така структура підкреслює важливість комплексного підходу, що поєднує декомпозицію 
задачі, налаштування обчислювальних ресурсів, вибір методів розв’язання та їхню валідацію, що в сукупності 
забезпечує точність і ефективність математичного моделювання. 

Основним інструментом розробки даного ПЗ є система програмування C#, яка забезпечує високу продук-
тивність та широкі можливості для реалізації складних обчислювальних алгоритмів [33]. Інтерфейс користувача 
створюється за допомогою фреймворка WPF (Windows Presentation Foundation), що дозволяє розробляти сучасні 
графічні інтерфейси [34]. 

Реалізацію архітектури програмної системи, що розробляється, доцільно проводити на основі використання 
шаблонів проектування Model-View-ViewModel (MVVM) [35]. Даний архітектурний шаблон застосовується для 
відокремлення бізнес-логіки від візуальної частини програми. У цій архітектурі Model представляє бізнес-логіку 
та дані додатка, забезпечуючи інкапсуляцію логіки та доступ до даних. View відповідає за візуальне подання да-
них і взаємодію з користувачем, реалізуючи графічний інтерфейс. ViewModel слугує посередником між Model та 
View, забезпечуючи двосторонню прив’язку даних та обробку подій, що дозволяє автоматично оновлювати візу-
альне подання при зміні даних. 

Для обробки математичних обчислень та символьних перетворень пропонується використання бібліотеки 
Math.NET [36], яка надає широкий спектр функцій для виконання числових та символьних операцій. Крім того, 
для розпаралелювання обчислювальних процесів застосовується технологія Task Parallel Library (TPL) [24], що 
входить до складу .NET Framework, дозволяючи ефективно розподіляти обчислення між декількома процесора-
ми. 

Один із варіантів реалізації штучної нейронної мережі полягає у використанні ресурсу TensorFlow.NET [23], 
який є інтерфейсом для популярної бібліотеки TensorFlow, адаптованої під .NET середовище. TensorFlow.NET на-
дає широкі можливості для створення, тренування та застосування нейронних мереж, що забезпечує можливість 
виконання складних задач таких, як класифікація, розпізнавання та обробка великих масивів даних тощо. Крім 
того, його інтеграція з TPL надає можливість оптимізувати обчислювальні процеси та підвищити продуктивність 
системи, використовуючи багатоядерні ресурси. 

Важливу роль у реалізації запропонованого рішення відіграють хмарні обчислення. Використання Microsoft 
Azure [22] надає можливість масштабування обчислювальних ресурсів та забезпечує високу доступність сервісів, 
що є критично важливим для виконання ресурсоємних обчислювальних задач. 

 

Висновки. На основі детального вивчення предметної області «плазмовий діод» (відповідних засобів моде-
лювання) запропоновано концепцію архітектури спеціалізованого програмного забезпечення для автоматизова-
ного розв’язання відповідних сингулярно збурених задач напівпровідникової електроніки з використанням мето-
ду примежових поправок. Однією із особливостей запропонованої архітектури є наявність у ній такого компоне-
нта, як штучна нейронна мережа, яка моделює інтелектуальний процес аналізу та ідентифікації типу математич-
них задач, що отримані у результаті декомпозиції вихідної задачі і вибору найбільш ефективного методу 
розв’язання останніх. Також, як особливість запропонованої програмної системи, відзначимо можливість ви-
вчення фізичних процесів у досліджуваній технічній системі на різних рівнях структурування (вклад у процес 
складових, які зв’язані із малими параметрами певного порядку і якими, у переважній більшості випадків, нех-
тують) з доступним функціоналом для спеціалістів різного рівня підготовки і кінцевих споживачів. 

В архітектуру програмного забезпечення включено об’ємну варіативну складову, яка в перспективі забез-
печить врахування алгоритмів розв’язання відповідних нестаціонарних задач, пошук розв’язків в областях скла-
дної геометрії, таких, що врахують низку фізичних процесів, які впливають на електропровідні характеристики 
досліджуваної технічної системи – явища розігріву, рекомбінаційні, інжекція тощо, вплив зовнішніх фізичних 
полів (електромагнітне (в різних діапазонах), теплове) тощо. Зауважимо, що програмна система є відкритою 
стосовно можливості її удосконалення для забезпечення автоматизованого розв’язання різного роду сингулярно 
збурених задач. 
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В. Д. ДУШКІН 

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ПАРАМЕТРИЧНИХ ПОДАНЬ СИНГУЛЯРНИХ ТА 
ГІПЕРСИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРІВ ДЛЯ ОТРИМАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ 
МОДЕЛЕЙ ЗАДАЧ ЕЛЕКТРОДИНАМІКИ 

У роботі дається аналіз практики застосування методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів 
(PR-методу) для розв’язання задач електродинаміки. Цей метод був розроблений у дев’яностих роках двадцятого сторіччя Ю. В. Ганделем і 
є узагальненням методу парних суматорних та інтегральних рівнянь. Він ґрунтується на застосуванні властивостей псевдодиференціальних 
сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів. Застосування цього підходу дозволяє зводити розв’язання крайових задач для 
рівняння Гельмгольця з граничними умовами Дирихле, Неймана або Робена до систем граничних інтегральних рівнянь. В залежності від по-
становки початкових крайових задач отримані системи граничних рівнянь можуть містити інтегральні оператори, які потрібно розглядати у 
сенсі головного значення за Коші або скінченної частини за Адамаром. Також граничні інтегральні рівняння можуть містити інтеграли зі 
змінною верхньою межею, а підінтегральні вирази цих рівнянь, окрім регулярної частини, можуть містити доданки зі слабкою логарифміч-
ною особливістю, доданки з неусувною особливістю першого роду. Для знаходження наближених розв’язків систем граничних інтегральних 
рівнянь використовувались алгоритми методу дискретних особливостей. Метод параметричних подань інтегральних операторів дозволив 
побудувати математичні моделі процесів збудження надрозмірних неперіодичних гребінок структур потоком електронів, розподілу поля 
власних мод у прямокутному хвилеводному каналі з гребінчастими канавками, електродинамічних процесів у гіротронах, поширення елект-
ромагнітних хвиль в аксіально-симетричних хвилеводах, дифракції довільної електромагнітної хвилі на довільній поверхні обертання. Сут-
тєві переваги цього підходу полягають у відсутності необхідності проведення додаткової аналітичної роботи при збільшенні подібних еле-
ментів структури та практичної нечутливості комп’ютерної реалізації моделі від розмірів елементів структури та їх взаємного розташування. 
Це робить перспективним застосування PR-методу для створення математичних моделей багатошарових квазіфрактальних структур. 

Ключові слова: параметричні подання, сингулярні та гіперсингулярні інтегральні оператори, системи граничних інтегральних рів-
нянь, метод дискретних особливостей, математичні моделі, задачі електродинаміки. 

V. D. DUSHKIN 
APPLICATION OF THE METHOD OF PARAMETRIC REPRESENTATIONS OF SINGULAR AND 
HYPERSINGULAR OPERATORS FOR OBTAINING MATHEMATICAL MODELS OF 
ELECTRODYNAMICS PROBLEMS 

This paper analyzes the practice of using the method of parametric representations of singular and hypersingular integral operators (PR-method) to 
solve electrodynamics problems. This method was developed in the nineties of the twentieth century by Y. V. Gandel and is a generalization of the 
method of coupled summation and integral equations. It is based on the use of the properties of pseudo-differential singular and hypersingular integral 
operators. The application of this approach allows us to reduce the solution of boundary value problems for the Helmholtz equation with Dirichlet, 
Neumann, or Robin boundary conditions to systems of boundary integral equations. Depending on the formulation of the initial boundary value prob-
lems, the resulting systems of boundary value equations may contain integral operators that should be considered in the sense of a Cauchy principal 
value or a finite part by Hadamard. Also, boundary integral equations may contain integrals with a variable upper bound. The integrand of these equa-
tions, in addition to the regular and singular part, may contain terms with a weak logarithmic singularity and terms with a step functions. To find ap-
proximate solutions of systems of boundary integral equations, algorithms of the discrete singularities method were used. The method of parametric 
representations of integral operators made it possible to construct mathematical models of the processes of excitation of superdimensional non-periodic 
structures with rectangular irregularities by the flow of electrons, processes of propagation of natural waves in waveguides, electrodynamic processes 
in gyrotrons, propagation of electromagnetic waves in axially symmetric waveguides, diffraction of an arbitrary electromagnetic wave on an arbitrary 
surface of rotation. Significant advantages of this approach are the absence of the need for additional analytical work when enlarging such structure 
elements and the practical non-sensitivity of the computer implementation of the model to the size of the structure elements and their relative position. 
This makes it promising to use the PR-method to create mathematical models of multilayer quasi-fractal structures. 

Key words: parametric representations, singular and hypersingular integral operators, systems of boundary value integral equations, discrete 
singularities method, mathematical models, problems of electrodynamics. 

Вступ. У цьому році виповнилось дев’яносто років з дня народження Ю. В. Ганделя. У його наукових робо-
тах розроблено спосіб чисельного розв’язання багатьох задач електродинаміки. Він передбачає на першій стадії 
зведення початкових крайових задач для рівнянь Гельмгольця до систем інтегральних рівнянь різних типів, зок-
рема сингулярних та гіперсингулярних інтегральних рівнянь першого та другого роду. Для отримання цих рівнянь 
використовувався створений Юрієм Володимировичем метод параметричних подань сингулярних та гіперсин-
гулярних інтегральних рівнянь. На другій стадії отримання розв’язків задачі ці системи інтегральних рівнянь 
розв’язуються чисельно за допомогою обчислювальних схем методу дискретних особливостей. Метою цієї ро-
боти було проведення огляду задач, для яких було застосовано цей підхід і визначення перспектив його застосу-
вання. 

 

Аналіз проведених досліджень. Цей підхід розв’язання задач електродинаміки та електростатики виник у 
вісімдесятих роках двадцятого сторіччя. Ідеї методу дискретних особливостей були запропоновані 
С. М. Білоцерківським у п’ятдесятих роках 20 сторіччя [1]. Спочатку він використовувався як евристичний ме-
тод чисельного розв’язання завдань аеродинаміки і мав назву «метод дискретних вихорів». Заснований на фізи-
чних міркуваннях метод дискретних вихорів дозволив ефективно чисельно вирішувати стаціонарні та нестаціо-
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нарні, лінійні та нелінійні задачі аеродинаміки з використанням обчислювальних машин. Надалі цей підхід 
знайшов широке застосування при моделюванні взаємодії тіл із потоками рідини чи газу. 

У сімдесятих роках двадцятого сторіччя Іван Кузьмич Ліфанов розробив теоретичні основи використання 
методу дискретних вихорів як чисельного методу розв’язання сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) будь-якої 
природи [2], [3], [4]. Він отримав оцінки швидкості збіжності наближених розв’язків до точних розв’язків задач. 
Цей метод, як метод чисельного розв’язання систем інтегральних рівнянь, отримав назву метода дискретних 
особливостей (МДО) [5]. У подальшому відбулось перенесення цього підходу на дослідження, розробку та ма-
тематичне обґрунтування обчислювальних схем розв’язання нових типів інтегральних рівнянь [6] – [11].  

Роботи Ю. В. Ганделя та І. К. Ліфанова продемонстрували можливість використання методу дискретних 
особливостей для вирішення широкого класу задач електростатики та електродинаміки [12] – [14]. Для застосу-
вання обчислювальних схем методу дискретних особливостей до розв’язання задач дифракції необхідно було 
знайти спосіб отримання сингулярних інтегральних рівнянь відповідних задач. У роботах [15], [16] були запро-
поновані способи отримання інтегральних двовимірних задач дифракції електромагнітних хвиль на періодичних 
решітках та решітках із скінченної кількості елементів. Ю. В. Гандель довів, що запропонований підхід дозволяє 
подібним чином, при виконанні певної аналітичної роботи пов’язаною зі специфікою задачі, отримувати грани-
чні інтегральні рівняння багатьох задач дифракції хвиль, як на періодичних, так і на неперіодичних структурах. 
Цей метод отримав назву метода парних суматорних та інтегральних рівнянь [17].  

Дослідження нових задач дифракції призвело до розгляду нових типів систем сингулярних і гіперсингуляр-
них рівнянь та схем їх чисельного розв’язання. Зокрема розглядались сингулярні інтегральні рівняння першого 
роду  
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рішення яких повинні були задовольняти одну з двох систем додаткових умов:  
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Математичне обґрунтування схем чисельного розв’язання таких рівнянь було дано у роботах 
Ю. В. Ганделя, С. В. Єрьоменко, І. К. Ліфанова та Т. С. Полянської [17] – [20]. Узагальнення результатів, отрима-
них у 80-х роках, за цим напрямком дано у роботах [21] – [23]. 

Популярність методу дискретних особливостей серед дослідників і бажання знайти форму обміну думками 
між науковцям, що працюють у цьому напрямку, сприяли виникненню ідеї проведення міжнародних наукових 
симпозіумів. Перший симпозіум «Методи дискретних особливостей в задачах математичної фізики» відбувся у 
1983 році, на цей час вже проведено двадцять один симпозіум з цього напрямку. 

Протягом багатьох років проводився науковий семінар «Чисельне моделювання методами дискретних осо-
бливостей математичної фізики», науковим керівником якого був Ю. В. Гандель. На цьому семінарі заслухову-
вались наукові доповіді провідних фахівців України та світу, також він був школою для молодих вчених. У різні 
роки у його роботі приймали участь майбутні доктори наук: В. О. Міщенко, С. О. Стешенко, Г. Л. Сідельніков та 
кандидати наук: В. С. Булигін, О. В. Гавриляко, А. В. Гахов, С. В. Духопельніков, В. Д. Душкін, С. В. Жученко, 
О. С. Кононенко, О. В. Костенко, М. Б. Краснянський, Н. Н. Морозова, К. В. Несвіт, А. А. Носіч, М. Н. Самойленко 
та багато інших. 

На механіко-математичному факультеті Харківського державного університету тривалий час викладались 
спеціальні курси, у яких викладались обчислювальні методи розв’язання сингулярних та гіперсингулярних інте-
гральних рівнянь. Матеріали цих курсів знайшли відображення в навчальних посібниках [24] – [26]. Незважаю-
чи на навчальний характер цих видань, вони більше ста разів цитувались у наукових статтях. 

Перші чисельні результати, отримані за допомогою методу парних суматорних та інтегральних рівнянь, 
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були отримані для задач дифракції, для яких існували алгоритми їх чисельного розв’язання за допомогою інших 
методів [27] – [31]. У подальшому ці результати послужили тестовими при чисельному моделюванні розсіюван-
ня електромагнітних хвиль на нових, більш складних електродинамічних структурах. Так, у роботах [32], [33] 
були представлені результати чисельного моделювання дифракції плоскої монохроматичної хвилі на періодичній 
решітці, що складається зі стрічок. Результати чисельного моделювання розсіювання електромагнітних хвиль 
дифракції на неперіодичних системах стрічок та системах щілин у нескінченних екранах наведені у робо-
тах [34], [35].  

Розрахунку основних параметрів смужкових ліній передачі методом дискретних особливостей присвячена 
робота [36]. У роботі [37] наведено метод отримання розв’язку СІР на всій осі з використанням МДО. Результа-
ти цього дослідження знайшли застосування в задачі дифракції на системі замкнутих циліндрів і під час 
розв’язування задач механіки деформованого твердого тіла. 

Наступним етапом стало створення моделей дифракції на непласких структурах. Перші чисельні результа-
ти для непласких структур було отримано для випадку моделювання поширення хвилі в прямому хвилеводі зі 
ступінчастими перешкодами [38]. Ця структура розглядалася пізніше в роботі [39]. Моделі дифракції електрома-
гнітних хвиль на періодичній гребінці та періодичній решітці, що складається з брусів, які ґрунтуються на чисе-
льному розв’язанні за допомогою МДО, розглядалися в роботах [40], [41]. У роботах [42], [43] розглядається за-
дача дифракції на ідеально провідному напівобмеженому хвилеводі з фланцем. Метод парних та суматорних ін-
тегральних рівнянь дозволив також отримати граничні інтегральні рівняння розповсюдження електромагнітних 
хвиль у хвилеводах та провести чисельний експеримент по знаходженню власних частот деяких хвилеводів [44], 
[45].  

У середині 90-х років стало зрозуміло, що спосіб отримання нових математичних моделей далеко виходить 
за рамки методу парних інтегральних і суматорних рівнянь. Аналізуючи і узагальнюючи способи зведення поча-
ткових крайових задач до систем сингулярних та гіперсингулярних інтегральних рівнянь Ю. В. Гандель сформу-
лював концепцію нового методу – методу параметричного подання сингулярних та гіперсингулярних інтеграль-
них перетворень [46] – [51]. У цей час лише в окремих роботах, заснованих на інших методах, розглядалися еле-
ктродинамічні структури, що складаються з великої скінченної кількості неоднорідних елементів. Відсутність 
робіт за цим напрямом пояснювалася значним зростанням обсягу аналітичної роботи при збільшенні кількості 
елементів у решітці. Саме цього недоліку був позбавлений метод параметричних подань сингулярних інтеграль-
них перетворень, що дає змогу без проведення додаткової аналітичної роботи використовувати математичний і 
програмний апарат для дослідження однотипних структур, які складаються з різного числа елементів. 

Алгоритми розв’язання модельних задач та їх комп’ютерні реалізації дали змогу в досить короткий час 
отримати чисельні результати для моделювання нових електродинамічних систем, які або не були розглянуті за 
допомогою інших методів, або були недостатньо добре вивчені. Одним із таких напрямів стало моделювання 
збудження надрозмірних електродинамічних структур потоком електронів. Отримані результати чисельного 
експерименту викликали цікавість фахівців, що знайшло відображення у великій кількості публікацій [52] – 
[54]. 

Розроблений алгоритм розв’язання цієї задачі став основою для побудови математичних моделей електро-
динамічних процесів у хвилеводах [55]. У роботах Ю. В Ганделя та В. В. Хорошуна розглядалися математичні 
моделі процесів поширення хвиль у неоднорідних середовищах [56] – [57].  

Необхідність урахування неідеальної провідності елементів решіток призвела до розгляду крайових задач 
для рівнянь Максвелла з узагальненими граничними умовами. У випадку дослідження двовимірних задач почат-
кові задачі зводились до крайових задач для рівняння Гельмгольця з крайовими умовами третього роду (імпедан-
сними граничними умовами) [58] – [60]. Перехід до розгляду задач з граничними умовами третього роду (навіть 
у випадку тонких стрічкових структур) призвів до розгляду нових класів інтегральних рівнянь і розробки нових 
схем їхнього чисельного розв’язання [61] – [62]. Для знаходження розв’язків задач цього класу одночасно при-
ходилось розглядати інтегральні рівняння різних типів. Так у роботах [61] – [62] розглядались граничні інтегра-
льні рівняння другого роду:  
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та сингулярні інтегральні рівняння першого роду, що містили інтеграли зі змінною верхнєю межею: 
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Задача, у якій розглядались електродинамічні системи з скінченної кількості стрічок, розташованих над 
пласким екраном [63], призвели до розгляду систем рівнянь, розвязання яких вимагало сумісного розв’язання 
рівнянь різних типів. 

Наступним етапом досліджень стало створення моделей, у яких граничні умови третього роду розглядалися 
на всій поверхні [64]. У роботі [65], яка з’явилася у 1999 році, запропоновано модель дифракції E   і H  поля-
ризованих хвиль на неперіодичній гребінці, яка повністю вкрита надпровідним матеріалом. У роботі [66] роз-
глядалася задача дифракції плоскої монохроматичної хвилі на надпровідному товстому металевому екрані зі щі-
линами, на усій поверхні якої розглядались імпедансні умови.  

Пріоритетним напрямком досліджень, що проводилися на межі століть, було створення моделей пристроїв 
високих енергій, зокрема гіротронів. Отримані в роботах Ю. В. Ганделя, Г. І. Загинайлова, О. С. Кононенка і 
С. О. Стешенка моделі та результати чисельного експерименту, що викликали неабиякий інтерес у фахівців, бу-
ли опубліковані в авторитетних міжнародних журналах і представлені на авторитетних міжнародних конферен-
ціях [67] – [71]. 

Створення математичних моделей пристроїв високих енергій призвело до розгляду гіперсингулярних інте-
гральних рівнянь більш загального вигляду, ніж ті, які розглядались у роботах Ю. В. Ганделя та О. С. Кононен-
ко: 
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розроблено та обґрунтовано методи їх чисельного розв’язання. Результати їх досліджень дано у роботі [72]. 
Одним з напрямків досліджень, що проводилися на початку 21-го століття, стало створення Ю. В. Ганделем 

і С. В. Духопельниковим моделей взаємодії електромагнітних хвиль зі структурами, які мали осьову симетрію. 
За допомогою методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів були 
створені математичні моделі процесів поширення електромагнітних хвиль в аксіально-симетричних хвилеводах, 
математичні моделі розсіювання TE   і TM  хвиль на щілинах у прямому круговому циліндрі і моделі випро-
мінювання з поздовжніх щілин у хвилеводі кругового перерізу [73], [74]. У подальшому ці роботи стали осно-
вою для проведення аналізу фізичних властивостей більш складних електродинамічних систем [75] – [78]. 

Дослідження, які проводили Ю. В. Гандель і О. О. Носіч, спочатку були пов’язані зі створенням моделей 
рефлекторних антен [79]. При цьому інтегральні рівняння, що були наслідками властивостей потенціалів пер-
шого та другого роду, розв’язувались чисельно за допомогою методів Найстрема. Надалі цей підхід привів до 
створення моделей електродинамічних лінз і відкритих хвилеводів, які дають змогу одержувати поля з необхід-
ними фазовими й амплітудними характеристиками в заданих точках простору [79] – [83]. Проведені досліджен-
ня викликали великий інтерес у дослідників, про що свідчить велика кількість посилань на роботи [84], [85].  

Ще один важливий напрямок досліджень був пов’язаний з розробкою методів розв’язання трьохвімірних 
задач, які не можна звести до розв’язання двовимірних задач. У роботах В. С. Булигіна і Ю. В. Ганделя розгляда-
лася тривимірна задача дифракції електромагнітної хвилі на плоскому екрані з ідеальною провідністю, розташо-
ваному на межі розділу двох середовищ [86], [87]. Взаємодію акустичних хвиль із плоскими і плоскопаралель-
ними структурами було розглянуто в роботах В. О. Міщенко та А. В. Гахова [88] – [90]. 

Потужність методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів була 
продемонстрована Ю. В. Ганделем, В. С. Булигіним при створенні математичних моделей задач дифракції дові-
льної електромагнітної хвилі на довільній поверхні обертання [91] – [94]. При побудові цих моделей розв’язання 
задач були отримані спарені системи сингулярних та гіперсингулярних рівнянь зі змінними коефіцієнтами, які не 
зустрічались у роботах інших дослідників. В. С. Булигін вперше для систем гіперсингулярних і сингулярних ін-
тегральних рівнянь із змінними коефіцієнтами довів теореми існування та єдиності рішення у відповідних гіль-
бертових просторах, побудував алгоритми їх числового розв’язання. 
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Чисельні експерименти, що проводяться, поставили питання про межу застосовності методу, про надій-
ність отриманих результатів за граничних значень параметрів і ускладнення геометрії дифракційних структур. 
Цьому напряму присвячено низку робіт В. О. Міщенка та його учнів [95] – [97]. У цих роботах обговорюються 
також питання раціональної організації процесу обчислень. 

У 2012 вийшла монографія [98], у який було дано докладний опис способів відомих на той час задач диф-
ракції, а також методів їх чисельного розв’язання. У першій та другій главі цієї монографії викладено способи 
отримання систем сингулярних інтегральних рівнянь двовимірних задач дифракції ідеально провідних пласких 
та плоскопаралельних систем рефлекторів. Третя та четверта глави цієї монографії присвячені побудові матема-
тичних моделей задач дифракції на непласких системах періодичних та неперіодичних системах відбивачів. Ви-
клад процедури отримання систем СІР задач дифракції на неідеально провідних структурах дано у п’ятій главі 
цієї монографії. Математичні моделі на базі СІР процесів поширення електромагнітних хвиль у хвилеводах із 
перешкодами дано у шостій главі. Методи чисельного розв’язання систем сингулярних інтегральних рівнянь за-
дач, що розглядались у перших п’яти главах, викладені у шостій та сьомій главах цієї монографії. 

У подальшому один з напрямів досліджень був пов’язаний з побудовою математичних моделей взаємодії 
електромагнітних полів з багатошаровими неідеально провідними структурами зокрема при наявності діелект-
ричних шарів між системами відбивачів [99], [100]. 

У роботі [100] розглядались моделі на основі систем інтегральних рівнянь, що мали вигляд:  
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Розв’язання цих систем рівнянь вимагало сумісного розв’язання інтегральних рівнянь різних типів.  
Незважаючи на різницю класів інтегральних рівнянь, що розглядались при побудові більшості розглянутих 

моделей, усі вони мали одну спільну особливість: їх вигляд не залежав від кількості геометрично подібних еле-
ментів у структурі. Наслідком цього є можливість використовувати одну й ту ж комп’ютерну реалізацію цієї 
моделі для чисельного аналізу структур, кількість елементів яких суттєво розрізняється. Це дало можливість 
провести чисельний аналіз розсіювання електромагнітних хвиль на пласких імпедансних структурах, що скла-
дались з великої кількості стрічок, зокрема предфрактальної геометрії [101] – [104]. 

Також одна з переваг методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних опера-
торів полягає в існуванні декількох можливостей зведення розв’язання багатьох задач дифракції з періодичними 
умовами до систем інтегральних рівнянь. Отримані різними шляхами системи інтегральних рівнянь суттєво роз-
різняються за своєю структурою – вони містять рівняння різних типів: першого та другого роду, сингулярні або 
гіперсингулярні. Це дає змогу перевіряти отримані результати та доводити їх валідність. У роботах [105] – [107] 
наводяться результати комп’ютерного моделювання процесів розсіювання електромагнітних хвиль на періодич-
них системах неідеально провідних стрічок, що були проведені за допомогою різних підходів. 

Так у ціх роботах окрім компютерної моделі, що базуєтся на системі інтегральних рівнянь (4) – (6) розгля-
далась модель на основі граничних гіперсингулярних інтегралів другого роду: 
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Модель дифракції E  поляризованих електромагнітних хвиль на періодичній системі резистивних стрічок, 
розташованих над імпедансним екраном, розглядалась у роботі [108]. 

Системи інтегральних рівнянь (4) – (6), (8) – (10), (7) та інші системи, які виникали при побудові математи-
чних моделей процесів у електродинамічних системах, що містять неідеально провідні елементи не належать до 
класів, що розглядались у роботах [21] – [23], [72], [98]. Тому виникла задача розробки алгоритмів числового 
розв’язання цих систем та математичного обґрунтування збіжності наближень до точних розв’язків задач. Цим 
питанням присвячені роботи [109] – [112]. 

 
Висновки та перспективи подальших досліджень. Таким чином, запропонований Ю. В. Ганделем метод 

параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів є потужним засобом отри-
мання математичних моделей електродинамічних процесів у різних структурах. Він дозволяє розглядати як пе-
ріодичні, так і неперіодичні структури, одношарові та багатошарові структури, напівпрозорі та відбиваючі стру-
ктури, відкриті та хвилепроводні структури. У двовимірному випадку він дозволяє створювати моделі електро-
динамічних систем, які містять у своєму складі системи рефлекторів нульової та ненульової товщини. Цей під-
хід можна застосовувати для опису як ідеальнопровідних структур, так і структур, на межі яких виконуються 
узагальнені граничні умови. Також він дозволяє розглядати структури, що мають аксіальну симетрію. 

Цей підхід є узагальненням методу парних суматорних та інтегральних рівнянь, який дозволив отримати 
граничні інтегральні рівняння багатьох класичних задач дифракції, а саме задач дифракції E  поляризованих та 
H  поляризованих хвиль на періодичних системах стрічок та брусів, та циліндрів. Також цей підхід дозволяв 
розглядати неперіодичні структури, що складались зі скінченної кількості стрічок, нескінченних товстих та тон-
ких екранів з обмеженою кількістю щілин та інші. Отримані за допомогою цього методу граничні сингулярні ін-
тегральні рівняння дозволяли застосовувати процедури методу дискретних особливостей для їх чисельного 
розв’язання.  

Аналіз отриманих результатів довів, що алгоритми отримання нових граничних інтегральних рівнянь ба-
зуються на властивостях псевдодиференціальних інтегральних операторів і мають однакову послідовнісь дій 
при виконанні аналітичних перетворень для отримання граничних інтегральних рівнянь задач. Формалізація цих 
алгоритмів призвела до виникнення методу параметричного подання сингулярних та гіперсингулярних інтегра-
льних перетворень. У різні роки за допомогою цього підходу були розроблені наступні моделі: 

– збудження надрозмірних неперіодичних гребінок структур потоком електронів;  
– розподілу поля власних мод у прямокутній хвилеводній каналі с гребінчастими канавками; 
– електродинамічних процесів у пристроях високих енергій, зокрема гіротронів; 
– процесів поширення електромагнітних хвиль в аксіально-симетричних хвилеводах; 
– розсіювання TE   і TM  хвиль на щілинах у прямому круговому циліндрі; 
– дифракції довільної електромагнітної хвилі на довільній поверхні обертання; 
– побудови електродинамічних лінз і відкритих хвилеводів з необхідними фазовими й амплітудними харак-

теристиками в заданих точках простору; 
– розсіювання та дифракції електромагнітних хвиль на періодичних та неперіодичних плоскопаралельних 

системах неідеальнопровідних стрічок;  
– дифракції на системах щілин у товстому шарі, на границі якого задані імпедансні граничні умови; 
 –розсіювання електромагнітних хвиль на гребінках, на усій поверхні яких задані імпедансні граничні умо-

ви. 
В процесі побудови цих моделей були отримані системи граничних інтегральних рівнянь різних типів. 

У різних моделях розглядались сингулярні та гіперсингулярні інтегральні рівняння першого та другого роду, які 
окрім головної особливості містили особливості і інших типів. Особливість структури систем граничних рівнянь 
призвела до необхідності побудови числових методів, які дозволяють сумісно розв’язувати граничні інтегральні 
рівняння різних типів. Для значної кількості систем таких рівнянь були доведені теореми існування та єдності 
розв’язку цих систем і була доведена збіжність наближених розв’язків до точних у відповідних гільбертових 
просторах. 

Можливості методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів не 
вичерпані на цей час. Зокрема властивість незалежності аналітичного подання моделі та комп’ютерної реалізації 
моделі від кількості елементів подібних структур, їх геометричних розмірів і взаємного розташування дозволяє 
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використовувати переваги цього методу при розробці математичних моделей багатошарових структур зі спеціа-
льною геометрією рефлекторів, зокрема побудованими за принципами побудови квазіфрактальних структур. 
Досвід використання цього підходу при створенні математичних моделей деяких задач дифракції та розсіюван-
ня з узагальненими граничними умовами дозволяє зробити припущення про відсутність суттєвих обмежень у 
застосуванні цього підходу до розгляду моделей, що розглядають структури, виготовлені з матеріалів з специфі-
чними електродинамічними властивостями. 
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О. С. МЕЛЬНИК, В. О. КОЗАРЕВИЧ 

МАЖОРИТАРНІ НАНОСХЕМИ РЕГІСТРІВ 

В статті наведені результати запровадження новітніх технологій автоматизованого моделювання тригерних наносхем з мажоритарною логі-
кою для проєктування надшвидкодіючих нанорегістрів. В створених послідовних пристроях використана технологія квантових коміркових 
автоматів. На відміну від мікроелектронних тригерів запропоновані в роботі нанотригери на базі універсальних мажоритарних елементів, як 
елементарних автоматів, поєднує виконання логічних функцій з функціями затримки. Таке поєднання дозволяє скоротити кількість кванто-
вих комірок до 25 проти 34 – 43 комірок у існуючих аналогів. Запропоновані унікальні чотириваріантні реалізації тригерних наносхем з роз-
дільними входами, які стало можливо програмувати забороненими комбінаціями логічних одиниць для вхідних сигналів і які є недопусти-
мими для мікроелектронних компонентів з пам’яттю. Це призводить до суттєвого прискорення комп’ютерного проєктування повного набо-
ру послідовних наносхем, особливо багатовходових нанорегістрів паралельної дії із записом та запам’ятовуванням коду бінарних чисел та 
нанорегістрів зі зсувом в бік старших чи молодших розрядів. Стаття присвячена впровадженню мажоритарної логіки функціонування моди-
фікованих нанотригерів з роздільними входами, яка дає можливість реалізувати заборонені комбінації вхідних сигналів логічних одиниць. 
Це дозволяє суттєво прискорити комп’ютерне проєктування повного набору послідовних наносхем. Сучасна система автоматизованого про-
єктування QCA Designer синтезує схеми нанорегістрів та адекватно моделює часові діаграми їх працездатності. 

Ключові слова: мажоритарна логіка, квантові коміркові автомати, нанотригер, системи автоматизованого проєктування, наносхеми 
регістрів, часові діаграми, функції переходів. 

O. S. MELNYK, V. O. KOZAREVYCH 
MAJORITY REGISTER NANOCIRCUITS 

The article presents the results of the implementation of the latest technologies for automated modeling of trigger nanocircuits with majority logic for 
the design of ultra-fast nanoregisters. The created sequential devices use the technology of quantum cellular automata. Unlike microelectronic triggers, 
the nanotriggers proposed in the work are based on universal majority elements as elementary automata, combining the execution of logical functions 
with delay functions. This combination allows reducing the number of quantum cells to 25 versus (34 – 43) cells in existing analogues. Unique four-
variant implementations of trigger nanocircuits with separate inputs are proposed, which have become possible to program with forbidden combina-
tions of logical units for input signals and which are unacceptable for microelectronic components with memory. This leads to a significant accelera-
tion of computer design of a full set of sequential nanocircuits. A feature of multi-input nano-registers of parallel action with recording and memoriz-
ing the code of binary numbers and nano-registers with a shift towards the senior or junior digits. The article is devoted to the implementation of the 
majority logic of the functioning of modified nano-triggers with separate inputs, which makes it possible to implement forbidden combinations of in-
put signals of logical units. This allows significantly accelerating the computer design of a full set of sequential nanocircuits. The modern automated 
design system QCA Designer synthesizes nano-register schemes and adequately models the timing diagrams of their performance. 

Key words: majority logic, quantum cellular automata, nanotrigger, systems of automated design, nanocircuits of registers, time diagrams, tran-
sition functions. 

Вступ. Поняття кінцевого автомата виникло в середині ХХ століття у зв’язку зі спробами математичного 
моделювання нейронних систем, електронних обчислювальних машин та інших технічних автоматів [1]. Харак-
терною особливістю цього класу математичних моделей є дискретність, отже, скінченність наборів елементів, 
що відтворюють математичну модель. Подальший розвиток теорії автоматів йшов шляхом розгляду нескін-
ченних автоматів того чи іншого класу, введення випадкових функцій та недетермінованих співвідношень між 
входом і виходом автомата [2], тощо. 

 
Моделі мажоритарних нанотригерів. Розглянемо основні принципи побудови та моделювання мажори-

тарних тригерних наноелементів. Тригер – послідовний пристрій, здатний формувати та запам’ятовувати два 
постійних значення вихідного сигналу і стрибкоподібно змінювати ці значення під впливом зовнішнього керую-
чого сигналу. У загальному випадку тригер містить сам елемент пам’яті і деяку вхідну комбінаційну схему, яка 
перетворює вхідні сигнали тригера в сигнали, необхідні для керування елементом пам’яті [3]. 

При синтезі мажоритарних нанотригерів з метою економії обчислювальних ресурсів використаємо універ-
сальний мажоритарний елемент (УМЕ) як елементарний автомат, що поєднує логічні функції з функціями за-
тримки [4]. Мажоритарний нанотригер із роздільними входами має вхід 1x  для встановлення в стан «1» і вхід 

0x  для встановлення в стан «0». Функції переходів і збудження нанотригера з роздільними входами наведені в 

табл. 1. Вона відповідає аналітичній формі запису [5]: 

       1 0 1i i i iq t x t q t x t   .                                                                    (1) 

У разі заборонених комбінацій вхідних сигналів, зазначених у табл. 1 як одиниці з рисками 1', функція збу-
дження (1) може приймати довільне значення  1 2,a a . Залежно від конкретних значень невизначених коефіціє-

нтів 1a  і 2a  можна синтезувати чотири варіанта тригерних наносхем з роздільними входами:  1 21, 0a a  , 

 1 2 1a a  ,  1 2 0a a   та  1 20, 1a a  . 

Четверта модифікація мажоритатрної наносхеми тригера потребує найменших обчислювальних затрат і має 
мінімальну кількість квантових коміркових автоматів (КА), а саме усього 25 КА у порівнянні з 34 – 43 КА для 

© О. С. Мельник, В. О. Козаревич, 2024 
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попередніх модифікацій. 
 

Таблиця 1 – Таблиця переходів мажоритарного нанотригера 
 

1x  0x  1Q  1tQ   q  

0 0 0 0 0 

0 0 1 1 1 

0 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 

1 0 0 1 1 

1 0 1 1 1 

1' 1' 0 – 1a  

1' 1' 1 – 2a  

 

З рівняння (1) та табл. 1 отримують булеву логічну функцію при 1 20, 1a a  : 

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1t t t t t tq x x Q x x Q x x Q x x Q x x x Q x Q       .                                            (2) 

Для еквівалентних перетворень булевих функцій до мажоритарних і навпаки використовують систему до-
поміжних рівносильностей [5]: 

1 0

1 0

1 1

1 1 1

;

.

x x t t t

x x t

f x Q x Q Q

f x x Q x

  

  
 

Якщо початкова булева функція (2) належить до класу мажоритарних, то її повністю можливо представити 
за допомогою УМЕ [3] без використання постійних рівнів напруги: 

      1 0 1 1 0 1 1 0, , , , , , , ,t tq maj maj x x x maj x x x Q maj x x Q  .                                       (3) 

Мажоритарна наносхема тригера з роздільними входами, побудована за попереднім рівнянням (3), показана 
на рис. 1. 

 

 

 

 
а б 

 

 
в 

 

Рис. 1 – Нанотригер (модифікація 4): а – структурна схема; б – наносхема на квантових автоматах; 
в – результати моделювання сигналів логічних станів в САПР QCADesigner [6]. 
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Вочевидь, часові діаграми (рис. 1, в) повністю підтверджують адекватність моделі нанотригера на КА 
(рис. 1, б) і відтворюють стани його таблиці переходів (табл. 1). 

Далі будемо використовувати мажоритарні нанотригери з роздільними входами для моделювання одноеле-
ктронних паралельних нанорегістрів.  

Трирозрядний нанорегістр паралельної дії без ланцюгів зсуву (рис. 2, а) призначений для прийому та збері-
гання паралельного коду двійкового числа і являє собою набір шести мажоритарних тригерів: трьох для парале-
льного запису інформації (Е) і трьох для її зберігання (ERD). 

 

  
а б 

 

 
в 

 

Рис. 2 – Паралельний регістр з одновходовим керуванням: а – структурна схема; б – тригерна наносхема на квантових 
автоматах; в – результати моделювання сигналів логічного стану в САПР QCADesigner. 
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На рис. 2, б та рис. 2, в приведені наносхема паралельного регістра та результати моделювання її часових 
діаграм на робочому планшеті САПР QCADesigner [6]. 

Загальна кількість КА регістрової наносхеми становить 129. Розміри КА складають  18 18  нм. Відстань 

між їх центрами становить 20 нм. Діаметри квантових острівців становлять 5 нм. Габаритні розміри нанорегістра 

паралельної дії  340 420  нм. 

На рис. 3 показаний регістр зі зсувом у бік старших розрядів. При синтезі регістрів зсуву як елементарного 
автомата використовується нанотригер четвертої модифікації (рис. 1, а, б) з роздільними входами. 

Узагальнена табл. 2 переходів і функцій збудження для двох розрядів регістра зі зсувом числового коду в 
бік старших розрядів виглядає наступним чином [7]. 

 
Таблиця 2 – Функції переходів та збудження двох бітів регістра зі зсувом цифрового коду 

в бік старших розрядів 
 

rx  1i
tQ   i

tQ  1
1

i
tQ 
  1

i
tQ   1

0
iq   1

1
iq   

1 

1 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

1a  

0 

0 

1 

0 

1 

2a  

0 

 
 
 

 
а 
 
 

 
 

б  
в 

 

Рис. 3 – а – Структурна схема нанорегістра зі зсувом у бік старших розрядів; б – наносхема на квантових автоматах; 
в – результати моделювання сигналів в САПР QCADesigner. 

 
Використовуючи матрицю переходів з табл. 1, дійсну для тригера з роздільними входами, заповнимо стов-

пці для функцій збудження  1 1
0 1іi iq q  . З отриманої таблиці випливає, що: 

 

при 1 0a  : 1
0 0
i i

tq x Q  , тоді  1
0 0 , , 0i i

tq maj x Q  ; 

при 2 1a  : 1
1 1
i i

tq x Q  , тоді  1
1 1, , 0i i

tq maj x Q  . 
 

Аналогічно визначаються функції збудження для інших розрядів регістра. Загальна кількість КА регістро-
вої наносхеми зі зсувом у бік старших розрядів становить 167. Розміри КА  18 18  нм. Відстань між центрами 

КА становить 20 нм. Діаметри квантових острівців становлять 5 нм. Загальні розміри нанорегістра 

 740 260  нм. 
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Перспективи подальших досліджень. Отримані результати автоматизованого проєктування одноелект-
ронних нанорегістрів підтвердили їх переваги над мікроелектронними аналогами з точки зору мінімального 
енергоспоживання та щонайбільшої швидкодії. Тому автори вважають перспективними напрямки досліджень, 
пов’язані зі створенням функціонально повної компонентної бази наноелектроніки. Актуальність розробок сти-
мулюється їх подальшим розвитком для підвищення енергоефективності, надійності та скорочення часу вико-
нання логічних операцій. 

 
Висновки. Універсальні елементи з мажоритарною логікою є одними із найперспективніших напрямків пі-

двищення надійності та завадостійкості, коли на їхні входи впливають випадкові флуктуації сигналів комутації 
комп’ютерних систем. 

В статті реалізоване комп’ютерне моделювання мажоритарних нанопристроїв послідовного типу з викори-
станням системи автоматизованого проєктування QCADesigner. Досягнута мета мінімізації геометричних розмі-

рів наносхем, щільності розміщення на кристалі до рівня 120 КА на 210нм  та підвищення надійності виконання 

мажоритарних логічних операцій і функцій булевої алгебри. 
Створена функціональна завершена мажоритарна система наноелементів для комп’ютерного проєктування 

нанопристроїв послідовного типу, що включає нанотригери з роздільними входами та на їх основі – нанорегіст-
ри. 
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O. G. NIKOLAEV, A. S. KRAINICHENKO 

SOME PROBLEMS FOR TRANSVERSAL ISOTROPIC SPACE WITH PERIODIC ANTI-CRACK 
PACKAGES 

In this paper, the stress state of a transversely isotropic space with periodic systems (packets) of plane circular anti-cracks, the centers of which are lo-
cated on the anisotropy axis, and the planes are perpendicular to it, is investigated for the first time. It is assumed that the space is under a constant bi-
axial compressive stress applied at infinity. Each periodic system (packet) is determined by a representative layer whose planes are perpendicular to 
the anisotropy axis, containing a finite system of anti-cracks of different sizes. Such a system forms a certain configuration. Any odd number of anti-
cracks of arbitrary size can be included in a specific configuration, but with certain restrictions: the anti-cracks are symmetrical relative to the middle 
plane of the layer, their sizes satisfy a certain convergence condition. The given restrictions provide practically uniform conditions with respect to tan-
gential stresses and normal displacements on the boundaries of the representative layer (the order of values of these quantities is in the range 

10 1410 10  ), which can be considered as infinity conditions. All problems were solved by the generalized Fourier method, which allowed them to be 
reduced to infinite systems of linear algebraic equations with Fredholm operators. The results of the study were also based on an extensive computer 
experiment, within the framework of which stress distributions were calculated not only in periodic problems, but also in non-periodic problems 
formed by several representative layers. Practical verification of the convergence of the reduction method showed high efficiency of the generalized 
Fourier method. Thus, doubling the reduction parameter from 10 to 20 led to stabilization of 8 – 14 significant digits in the obtained results. Compari-
son of stress intensity factors for different configurations showed that for anti-cracks of the same size they depend little on a specific configuration. A 
qualitative conclusion that follows from the calculation results is that normal stresses on the surface of a smaller anti-crack outside its boundary in a 
packet increase with an increase in the size of larger neighboring anti-cracks. 

Key words: transverse-isotropic space, periodic systems of anti-cracks, compressed spheroidal coordinates, generalized Fourier method, repre-
sentative layer, Fredholm operator, stress intensity factor. 

О. Г. НІКОЛАЄВ, А. С. КРАЙНИЧЕНКО 
ДЕЯКІ ЗАДАЧІ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО ПРОСТОРУ З ПЕРІОДИЧНИМИ 
ПАКЕТАМИ АНТИТРІЩИН 

У роботі вперше досліджено напружений стан трансверсально-ізотропного простору з розташованими в ньому періодичними системами 
(пакетами) плоских кругових антитріщин, центри яких знаходяться на осі анізотропії, а їх площини перпендикулярні до неї. Вважається, що 
простір знаходиться під сталим двовісним стискаючим напруженням, прикладеним на нескінченності. Кожна періодична система (пакет) ан-
титріщин визначається представницьким шаром, площини якого перпендикулярні до осі анізотропії, і який містить скінченну кількість ан-
титріщин різного розміру. Такий пакет формує певну конфігурацію. У конкретну конфігурацію можна включити будь-яку непарну кількість 
антитріщин довільного розміру, але з певними обмеженнями: антитріщини симетричні відносно середньої площини шару, їх розміри задо-
вольняють певній умові збіжності. Наведені обмеження забезпечують практично однорідні умови відносно дотичних напружень і нормаль-

них переміщень на межах представницького шару (порядок значень цих величин знаходиться в діапазоні 10 1410 10  ), які можна розгляда-
ти як умови на нескінченності. Усі задачі розв’язувалися узагальненим методом Фур’є, що дозволило звести їх до нескінченних систем лі-
нійних алгебраїчних рівнянь з фредгольмовими операторами. Результати дослідження також ґрунтувалися на широкому комп’ютерному ек-
сперименті, в рамках якого розраховувалися розподіли напружень не лише в періодичних задачах, а й у неперіодичних задачах, утворених 
кількома представницькими шарами. Практична перевірка збіжності методу редукції показала високу ефективність узагальненого методу 
Фур’є. Так, подвоєння параметра редукції з 10 до 20 призвело до стабілізації 8 – 14 значущих цифр в отриманих результатах. Порівняння ко-
ефіцієнтів інтенсивності напружень для різних конфігурацій показує, що для антитріщин однакового розміру вони мало залежать від конк-
ретної конфігурації. Якісний висновок, який випливає з результатів розрахунку, полягає в тому, що нормальні напруження на поверхні мен-
шої за розміром антитріщини поза її межею в пакеті зростають із збільшенням розміру більших сусідніх антитріщин. 

Ключові слова: трансверсально-ізотропний простір, періодична система антитріщин, стиснуті сфероїдальні координати, узагальне-
ний метод Фур’є, представницький шар, фредгольмів оператор, коефіцієнт інтенсивності напружень. 

Introduction. One of the key tasks of modern science is aimed at solving the problem of creating optimal materials 
in which certain physical and mechanical properties would be combined with a relatively simple technology and an ac-
ceptable cost of their production. An important class of such materials are composites, which have found wide use in 
various branches of technology. For them, it is the selection of the characteristics of the structural components that de-
termines the features of the resulting material. For this reason, an important place in the mechanics of composite materi-
als is occupied by mathematical modeling, which is aimed at accumulating facts about the behavior of the stress-strain 
state of bodies having a certain structure near various stress concentrators: inclusions, cavities, cracks, anti-cracks, etc. 
When assessing the strength characteristics of such materials, it is necessary to have an idea not only about the distribu-
tion of stresses near individual inhomogeneities, but also about the mutual influence of various concentrators on the 
overall stress state. One of the possibilities to take into account the structure of the composite is to model it by a periodic 
system of inhomogeneities. This work is devoted precisely to periodic systems of anti-cracks in transversely isotropic 
space. 

 
Review of the results of recent research. Numerical and analytical methods in problems of crack and anti-crack 

theory are actually the same or similar, therefore the review of studies considers works devoted to both types of inho-
mogeneities, especially since, for obvious reasons, cracks are given more attention. Research in this direction was devel-
oped by several authors. In [1], an axisymmetric problem of a circular subsurface radial shear crack in a semi-infinite 
composite material with initial stresses was investigated using singular integral equations. The problem is reduced to a 
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system of Fredholm integral equations of the second kind. A representation of the stress intensity coefficients around the 
crack tip depending on the initial stresses was obtained. For two types of composite materials (layered composites with 
isotropic layers and composites stochastically reinforced with short ellipsoidal fibers), the stress intensity coefficients 
were calculated and their dependence on the initial stresses, physical and mechanical characteristics of the composites, 
and geometric parameters of the problem were investigated. In the article [2], the axisymmetric problem of the failure of 
a prestressed composite material with a periodic system of parallel coaxial cracks of normal separation is investigated. 
Using representations of general solutions of linearized equilibrium equations through harmonic potential functions and 
the apparatus of Hankel integral transformations, the problem is reduced to a system of paired integral equations, and 
then to a solvable Fredholm integral equation of the second kind. The work [3] is devoted to the asymptotic analysis of 
stress in an isotropic material near the boundary of circular cracks, anti-cracks, thin inclusions under different conditions 
on its surface. In the local coordinate system associated with the edge of inhomogeneity, asymptotic solutions are con-
structed in the form of expansions by eigenfunctions that depend on the angular coordinates and power series by the ra-
dial variable. Many approximate formulas for stress intensity factors have been obtained, but there are no numerical re-
sults. In the study [4], an exact solution to the problem of a circular interfacial crack in a piecewise homogeneous trans-
versely isotropic space under the action of arbitrary loads applied to the crack boundary was constructed by the method 
of integral transformations. Formulas for the stress intensity coefficients at the crack boundary and the values of these 
coefficients for some combinations of transversely isotropic materials were obtained. In the article [5], the problems of 
the theory of cracks located near the surfaces of volumetric and thin-walled bodies under thermal and force static and 
dynamic loads are investigated using the method of thin inclusions proposed by the authors. The influence of body sur-
faces or the interface of its materials on static and dynamic coefficients of stress intensity around defects is described. 
The dissertation [6] uses the technique of separation of variables, integral transformations and methods of solving double 
and triple integral equations to solve a number of mixed problems of crack theory. The article [7] investigates the singu-
larity of stresses and displacements near a crack within the limits of the simplified Gurtin-Murdoch linear model of sur-
face elasticity. The technique of Mellin and Wiener-Hopf integral transformations is used. In some works, the Green's 
function apparatus is used to study the stress state around cracks. Thus, in the article [8], Green's functions for an infinite 
three-dimensional elastic body containing a circular crack were derived through integrals of elementary functions. A 
solid is considered to be either isotropic or transversely isotropic with a crack parallel to the plane of isotropy. In [9], in-
tegral equations of the problem of the interaction of parallel circular cracks under arbitrary loading in a transversely iso-
tropic elastic space were derived using the Green's function. The theorem on the average value of the integral was used 
to highlight the singularities associated with the crack tips. After that, the equations lose their singularity and can be 
solved numerically. Numerical results are given only for stress intensity coefficients. The potential theory method was 
applied in [10] to solve the problem of thermoelasticity for an isotropic space with an anti-crack under the influence of a 
temperature field. The singular integral equations for an anti-crack of arbitrary shape are derived in terms of unknown 
thermal shear stress jumps. A similar approach was used in [11] to obtain an analytical solution to a three-dimensional 
transversely isotropic thermoelastic problem in which a uniform heat flow acts on a space with a circular anti-crack. The 
problems of constructing numerical and analytical solutions in problems with cracks arbitrarily oriented in relation to the 
axis of anisotropy led to the creation of approximate models for the stress state of such bodies. Thus, in work [12] an ap-
proximate analytical model of the inclusion of an arbitrarily oriented circular crack in the effective elastic compliance of 
a transversely isotropic material is considered. The application of the hypothesis that the change in the elastic potential 
due to an arbitrarily oriented circular crack in a transversely isotropic material can be approximated by the change calcu-
lated for a certain isotropic medium is investigated. The article [13] focuses on the calculation of the general elastic 
properties of a transversely isotropic material containing several randomly oriented circular cracks. A new methodology 
is proposed for estimating the contribution of one arbitrarily oriented crack in an infinite transversely isotropic medium 
to the overall modulus of elasticity. The paper uses the Mori–Tanaka–Benveniste scheme, which coincides with the in-
teraction-free approximation for the case of crack-like inhomogeneities. The Fourier method in problems of the theory of 
elasticity for transversely isotropic bodies with one canonical inclusion or cavity was considered in works [14 – 16]. The 
development and application of the generalized Fourier method for transversely isotropic doubly connected bodies, the 
centers of whose boundary surfaces coincide, were considered in works [17, 18]. Two parallel cracks in the transversally 
isotropic space were considered in the article [19], where the basicity of the constructed solutions was also shown.  

The given review of literary sources devoted to research in the theory of cracks and anti-cracks shows the impor-
tance and relevance of further study of the stress state of interacting cracks, as well as the development of a mathemati-
cal apparatus for its implementation. It also demonstrates the lack of research on periodic packages of cracks and anti-
cracks.  

This paper considers problems for periodic systems of plane parallel circular anti-cracks in transversally isotropic 
space. Each system is defined by a specific set of anti-cracks located in a representative layer of space, the planes of 
which are parallel to the crack planes and the isotropy plane. It is assumed that such a layer periodically extends over the 
entire space. The choice of the number of anti-cracks, the distances between them and their sizes in the representative 
layer can be arbitrary if the conditions of symmetry of the anti-cracks relative to the median plane of the representative 
layer and convergence of the method are met. Next, three options are considered: one anti-crack in the representative 
layer, three anti-cracks with two different sizes, five anti-cracks with three sizes. 
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General formulation of the problem. Consider an elastic transversely isotropic space with an infinite system of 

uniaxial parallel plane circular cracks { }l l

 . Let's mark the centers of the anti-cracks { }l lO 

 , the distance between 

them h  ( 0h  ), anti-crack radii la . We will assume that the axis of anisotropy of the transversely isotropic space pass-

es through the centers of the cracks. Let's fix in space the Cartesian coordinate system ( , , )x y z  and the cylindrical sys-

tem ( , , )z   associated with it so that the point 0O  is the common origin, and the axis Oz has a directional vector 

0 1O O


. The elastic steels of the space material are denoted by constants 3
, 1{ }ij i jc  . We will consider these constants to be 

positive. For basic transversally isotropic materials, this condition is fulfilled. Consider the problem of determining the 
stress state of the space indicated above in the case when a constant compressive biaxial stress is applied at infinity. The 
problem boils down to the solution of the boundary value problem for the system of equations of equilibrium of a trans-
versely isotropic body, which in the axisymmetric formulation can be written as follows: 
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The boundary conditions on the anti-crack surfaces and at infinity have the form: 

|( , , )( , , ) 0, ,
lx y zV x y z l    


, , 0, 0z           .                                      (3) 

Above ( , )zV V , ( , , )z z z     – are the components of the axisymmetric displacement vector and stress tensor in 

cylindrical coordinates, 
2

2 2

1

 
 

  


 – an axisymmetric variant of the two-dimensional Laplace operator in polar 

coordinates. 
To construct partial solutions of the system of equations (1), (2), which correspond to the geometry of the domain 

 , with each point lO  we will connect the equally directed with the coordinate system Oxyz  local Cartesian coordinate 

system ( , , )l l lx y z , and also two Cartesian 2
1{( , , )}ls ls ls sx y z   and two oblate spheroidal 2

1{( , , )}ls ls s   
   coordinate sys-

tems such that: 

sin cosj js j js jsx x x a      ch   ,  sin sinj js j js jsy y y a      ch   ,  cosj
js j js js

s

z
z a  


  sh   . 

Here la  is the parameter of the spheroidal system, which coincides with the radius of the corresponding anti-crack, 

[0, )ls   , [0, ]ls  , [0, 2 ]  , the equation of the l  th crack surface is 0ls  . The parameter s  is the root of 

the equation 
2 2

11 44 11 33 13 44 13 33 44( 2 ) 0c c c c c c c c c      .                                                      (4) 

In the following, we will consider the case when the roots of equation (4) are real, positive and different It follows 
from the relations between the coordinates that equalities 1 2l l l       are fulfilled on the surface of the l   th anti-

crack. 
In [17], the sets of linearly independent partial solutions of the general system of equilibrium equations in dis-

placements in a oblate spheroidal coordinate system were constructed in the form of basis vector functions. In the case 
of an axisymmetric stress state, we obtain from those solutions: 
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, 1, 2s  , 

( ), ( )n nP x Q x  – Legendre functions of the first and second kind; { , }ze e
 

 – unit base vectors of the cylindrical coordi-

nate system. The displacements (5) in coordinates have the following form: 
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1
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Building a solution to the problem in a general setting. We will look for a solution to problem (1) – (3) with 

conditions at    in the form 
2

( ) (6)
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1 0
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where ( )
,
l

s nA  are unknown coefficients that must be found in the process of solving the problem, 0 ( , , )V x y z


 – displace-

ment that meets the conditions at infinity.  

We find the vector function 0V


 as a solution to the system of equations (1), (2) in the form 0V B e
 

. Then, at 

11 12/ ( )B c c   , the displacement 0V


 sets a uniform stress state in space, which corresponds to the boundary condi-

tions at infinity (3) 
We will use the result proved in [19]. 
 

Theorem 1. Under condition | |s ls s ms msa a m l h    ch  , , ,l m l m    , the following addition theo-
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( )xΓ  – Euler's gamma function. 
 

Let's transform the displacement vector (7) using formula (8) to each individual coordinate system. As a result, we 
have: 
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Passing to the coordinate form of displacements in (9) and satisfying the boundary conditions (3) on the surface l , we 

obtain a resolving system 
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,n k  – Kronecker delta symbol. 

Note that at 0n  , system (10) – (11) is satisfied at ( )
, 0 ( 1, 2)l

s nA s  , which is a necessary condition for the 

regularity of solution (7). 
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Fig. 1 – Representative layer. Configuration 1. 

Solving problems with a periodic system of anti-cracks. In or-
der to formulate a periodic problem, it is necessary to clarify what is 
meant by such a problem. Note that not for every system of anti-cracks 
that is periodically repeated can be correctly formulated a periodic 
problem. In [20], the idea of a representative layer in a thermoelastic 
problem for a periodic system of spherical inclusions was proposed, 
on the boundaries of which conditions were chosen that allowed peri-
odic continuation to infinity. Usually, these are some homogeneous 
conditions that can be realized at infinity. However, if in the article 
[20] the periodic problem was replaced by an equivalent problem for a 
representative layer, then in this work, periodic problems are solved 
directly, and the conditions on the boundaries of the representative la- 

yer are verified numerically (their fulfillment follows from a certain symmetry of the problems under consideration). 
 

Configuration 1. Consider a system of identical anti-cracks (configuration 1). A representative layer for such a 

system is shown in Fig. 1. Since the problem is periodic, the unknown coefficients ( )
,
l

s nA  should not depend on the index 

l . Then the system (10), (11) can be rewritten in the following form: 
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Theorem 2. When the condition / , , 1,2ls ms sa a h l m s     is met the operator of system (12), (13) is a 

Fredholm operator in Hilbert space 2 2l l  . 
 

Proof. To prove the theorem, it is enough to show the absolute convergence of the series 
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It can be transformed by replacing the summation orders and subscripts with a series of form 
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As a result, the original series is majorized by the series 
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The last series converges for /ls ms sa a h   . 
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The solution of the system was used to determine the distribution of stress in the region of its maximum concentra-
tion – in the plane of the anti-crack outside its boundary. The following formulas were obtained for the stress z  and 

stress intensity factor (SIF) 1zK : 
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Numerical results for all considered configurations were obtained for the material of the space, which is sandstone 

with elastic constants 10
11c 5.8576 10 Pа  , 10

12с 2.5019 10 Pа  , 10
13с 2.0793 10 Pа  , 10

33с 6.1105 10 Pа  , 
10

44с 1.6584 10 Pа  . For it, the roots of equation (4) are equal 1 0.52  , 2 2.01  . 

In Fig. 3 shows the stress distribution in the plane of the anti-crack outside its boundary depending on the relative 
size of the anti-crack in the representative layer. With a decrease in the relative size of the anti-crack, the magnitude of 
the stress decreases, and in the vicinity of the anti-crack boundary, a change in the sign of the stress is observed (the 
point of sign change is not shown on the graph due to its proximity to the boundary a  ). In this figure and in all oth-

ers, it is indicated by *  the stress distribution for one anti-crack in the entire space. It is given for comparison, since 
the problem for one anti-crack has an exact solution in closed form 
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Table 1 – Dependence of SIF on crack sizes. Configuration 1 

/a h  0.0 0.1 0.2 0.3 

1 11 12) 44( / ( )zK c c c   1.1529 1.1534 1.564 1.1609 

 

The smallest stress value corresponds to one anti-crack in space. This is natural, since one anti-crack is the limiting 
case of configuration 1, when a  is fixed and h  . The stress intensity factor has a similar nature of change. Table 1  

 

 
 

Fig. 2 – Representative layer. Configuration 2. 

shows the dependence of stress intensity coefficients 
(SIN) on the parameter /a h . Here, the value / 0.0a h   

corresponds to the limiting case h  , that is, one 
crack in space. 

 

Configuration 2. Consider another configuration of 
cracks in the representative layer (Fig. 2). We denote it as 

0 1 0 1a a a a   . 

The solution of problem (1) – (3) for configuration 2 
has the form (7), in which  

 

(2 ) ( )
, , 2, , 0,1;l j j

s n s n l j jA A a a j l
      . 

The resolving system here is written as follows: 
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    , 1 , 0,1n l   .                                    (15) 
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The proof of the Fredholm property of the system operator for (14), (15) is similar to the proof of Theorem 2, so it 
is not given here. The results of the calculations are shown in Fig. 4 and Table 2. 

 

  
 

Fig. 3 – Stress distribution     11 12 44, 0 /z c c c    

depending on relative crack size. Configuration 1. 

 

Fig. 4 – Stress distribution     11 12 44, 0 /z c c c    

depending on relative crack size. Configuration 2. 
 

The proof of the Fredholm property of the system operator for (14), (15) is similar to the proof of Theorem 2, so it 
is not given here. The results of the calculations are shown in Fig. 4 and Table 2. 

Anti-cracks of different sizes in the representative layer already influence each other when calculating the intensity 
factors and the distribution of stresses near the boundaries of anti-cracks. An increase in the size of a larger anti-crack 
with a fixed size of a smaller one leads to an increase in the SIF at the boundary of a smaller anti-crack. Conversely, an 
increase in the size of a smaller anti-crack with a fixed size of a larger one leads to a decrease in the SIF at the boundary 
of a larger anti-crack. The same patterns are observed in the distributions of normal stresses in the planes of anti-cracks 
outside their boundaries. 
 

Table 2 – Dependence of SIF on crack sizes. Configuration 2 

 0 1/ , /a h a h   0.1, 0.3   0.2, 0.4   0.1, 0.5  

   1 11 12 44/ , 0zK c c c z   1.1630  1.1692  1.1785  

   1 11 12 44/ ,zK c c c z h   1.1549  1.1577  1.1587  

 

Configuration 3. Now consider configurations with three different cracks. The representative layer for the first of 
them is shown in Fig. 5. Let's denote it as 0 1 2 1 0a a a a a    . 

 

 
 

Fig. 5 – Representative layer. Configuration 3. 
 

The solution of problem (1) – (3) for configuration 4 has the form (7), in which  
(4 ) ( )
, , 4 1 1 2 2, , 0 3, , ,l j j

s n s n l j jA A a a j l a a a a
           . 
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The resolving system for this problem is as follows: 

2 3
( ) ,4 ,( )

, ,1, 0, ,
1 0 1 : 4

4j s m j ll
s n ns k n k

s j k m m j l

A A t 





    

 
   

  
    ,  1 , 0 3n l    ,                             (16) 

2 3
( ) ,4 ,( )

, , 1, ,
1 0 1 : 4

0j s m j lls
s n s k n k

s j k m m j ls

k
A A t






    

 
  

  
    ,  1 , 0 3n l    .                              (17) 

The results of the calculations are shown in Fig. 6, Fig. 7 and Table 3. 
 

  
 

Fig. 6 – Stress distribution     11 12 44, 0 /z c c c    

depending on relative crack size. Configuration 3. 

 

Fig. 7 – Stress distribution     11 12 44, 0 /z c c c    

depending on relative crack size. Configuration 2. 
 

For each package of anti-cracks of configuration 3, the highest SIF is observed at the boundary of the smallest anti-
crack, and with an increase in the size of neighboring anti-cracks, this SIF increases. Similar patterns were obtained in 

the distribution of stresses     11 12 44,0 /z c c c    in the planes of smaller anti-cracks outside their boundaries in a 

package with large anti-cracks. 
 

Table 3 – Dependence of SIF on crack sizes. Configuration 3 
 

 0 1 2/ , / , /a h a h a h   0.2, 0.1, 0.3   0.4, 0.2, 0.3   0.5, 0.1, 0.3  

   1 11 12 44/ , 0zK c c c z   1.1549  1.1561  1.1551  

   1 11 12 44/ ,zK c c c z h   1.1597  1.1656  1.1707  

   1 11 12 44/ , 2zK c c c z h   1.1539  1.1586  1.1594  

 
Conclusions. In this paper, the stress-strain state of a transversely isotropic space with periodic packets of flat cir-

cular anti-cracks with their centers located on the anisotropy axis and their planes perpendicular to it is investigated for 
the first time. It is assumed that the space is under the action of a constant biaxial compressive stress applied at infinity. 
The periodic system (packet) of anti-cracks is determined by a representative layer with planes perpendicular to the ani-
sotropy axis and containing anti-cracks of various sizes. Such a package forms a certain configuration. Any odd number 
of anti-cracks of arbitrary size can be included in a specific configuration, subject to the following restrictions: the antiс-
racks are symmetrical with respect to the median plane of the layer, their sizes satisfy the convergence conditions of the 
method. The established restrictions provide practically uniform conditions for tangential stresses and normal displace-
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ments on the boundary of the representative layer (the order of these quantities is in the range 10 1410 10  ), which can 
be considered as conditions at infinity. All problems were solved using the generalized Fourier method, which allowed 
them to be reduced to infinite systems of linear algebraic equations with Fredholm operators. Practical verification of the 
reduction method efficiency showed high efficiency of the generalized Fourier method. Thus, increasing the reduction 
parameter from 10 to 20 led to stabilization of 8 – 14 significant digits in the obtained results. Comparison of stress in-
tensity factors for different configurations shows that for anti-cracks of the same size, their values depend little on a spe-
cific configuration. One of the parallel lines of research of similar problems is connected with periodic packets of cracks 
in transversely isotropic space. Recently the authors of this article have carried out such researches and their results are 
in print. Another promising direction of research is the class of non-axisymmetric problems with periodic systems of 
cracks and anti-cracks. 
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Я. П. ТРОЦЕНКО 

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТЕЧІЇ РІДИНИ У ЦИЛІНДРИЧНОМУ КАНАЛІ, ЩО МІСТИТЬ 
ДВІ ДІАФРАГМИ ЗІ ЗМІННИМ ДІАМЕТРОМ ОТВОРІВ 

Досліджено течію в’язкої нестисливої рідини у циліндричному каналі з двома послідовними діафрагмами зі змінним діаметром отворів на 
основі чисельного розв’язання нестаціонарних рівнянь Нав’є – Стокса. Алгоритм розв’язання базувався на методі скінченних об’ємів з ви-
користанням різницевих схем другого порядку точності за простором та часом. Для інтерполяції конвективних членів використовувалася 
TVD (Total-Variation Diminishing) форма центрально-різницевої схеми з обмежувачем потоку. Зв’язаний розрахунок полів швидкості та тис-
ку проводився за допомогою процедури PISO (Pressure Implicit Split Operator). Показано, що при відносно низьких числах Рейнольдса течія в 
області між діафрагмами є стаціонарною незалежно від діаметра отворів діафрагм. З передньої кромки першої діафрагми зривається поверх-
невий шар та утворює кільцевий зсувний шар. Всередині порожнини, утвореної діафрагмами, встановлюється циркуляційний рух. За більш 
високих числах Рейнольдса течія стає нестаціонарною. При наближенні до другої діафрагми у зсувному шарі утворюється послідовність кі-
льцевих вихорів, що взаємодіють із поверхнею діафрагми та можуть призводити до виникнення тонального звуку. Зі збільшенням діаметра 
отворів діафрагм збільшується кут відриву примежового шару від передньої кромки першої діафрагми, внаслідок чого зменшується частка 
кінетичної енергії струменя, що бере участь у циркуляційному русі всередині порожнини між діафрагмами. При цьому значення критичного 
числа Рейнольдса, при якому починає збуджуватися тональний звук, а також число Струхаля збільшуються, тоді як частота генерованого 
звуку зменшується. При досягненні критичного значення діаметра отворів діафрагм циркуляційний рух дестабілізується, через що процес 
утворення кільцевих вихорів у зсувному шарі втрачає періодичність, і генерований звук набуває характеру шуму. 

Ключові слова: пряме чисельне моделювання, метод скінченних об’ємів, нестаціонарна течія, канал з перешкодами, циліндрична по-
рожнина, зсувний шар, вихрові структури, циркуляційний рух, автоколивання, число Струхаля. 

YA. P. TROTSENKO 
NUMERICAL SIMULATION OF FLUID FLOW IN A CYLINDRICAL DUCT WITH TWO 
DIAPHRAGMS OF VARIABLE ORIFICE DIAMETERS 

The flow of a viscous incompressible fluid in a cylindrical duct containing two serial diaphragms with variable orifice diameters was studied based on 
the numerical solution of the unsteady Navier-Stokes equations. The solution algorithm was based on the finite volume method using second-order ac-
curate difference schemes in both space and time. The TVD (Total-Variation Diminishing) form of a central-difference scheme with a flux limiter was 
used to interpolate the convective terms. The combined evaluation of the velocity and pressure fields was performed using the PISO (Pressure Implicit 
Split Operator) procedure. It was shown that at relatively low Reynolds numbers, the flow in the region between the diaphragms remains stationary 
regardless of the diameter of the diaphragm orifice. The surface layer separates from the leading edge of the first diaphragm, forming an annular shear 
layer. A circulation motion is established inside the cavity formed by the diaphragms. At higher Reynolds numbers, the flow becomes unsteady. As the 
flow approaches the second diaphragm, a sequence of ring vortices forms in the shear layer, interacting with the diaphragm surface and potentially 
leading to the emergence of tonal sound. When the diameter of the diaphragm orifice increases, the separation angle of the boundary layer at the lead-
ing edge of the first diaphragm increases. As a result, the share of the jet’s kinetic energy participating in the circulation motion inside the cavity be-
tween the diaphragms decreases. Simultaneously, the critical Reynolds number at which the tonal sound begins to excite increases, as does the Strou-
hal number, while the frequency of the generated sound decreases. When the diameter of the diaphragm orifice reaches a critical value, the circulation 
motion becomes destabilized, causing the formation of ring vortices in the shear layer to lose periodicity, and the generated sound acquires a noisy 
character. 

Key words: direct numerical simulation, finite volume method, unsteady flow, duct with baffles, cylindrical cavity, shear layer, eddy structures, 
circulation motion, self-sustained oscillations, Strouhal number. 

Вступ. Необхідність дослідження течій у нерегулярних каналах зумовлена як теоретичними, так і приклад-
ними проблемами в різних галузях науки і техніки. За певних умов наявність перешкод або порожнин у каналі 
призводить до виникнення автоколивань середовища і, як наслідок, до появи тонального звуку. Спричинений 
коливаннями потоку акустичний резонанс у трубопровідних системах часто виникає на електростанціях, хіміч-
них заводах, компресорних установках, газотранспортних системах тощо [1]. Зокрема, небажані осциляції мо-
жуть виникати в регулюючих клапанах [2] або при транспортуванні рідини чи газу по гофрованих трубах, що 
може бути причиною серйозних структурних несправностей на морських газових платформах, повітропроводах 
та системах кондиціонування [3]. Утворення звужень у респіраторному тракті людини при його патологіях та-
кож може спричиняти генерацію шумів, що потребують виявлення та класифікації [4]. Крім цього, визначення 
особливостей потоку крові у артеріях допомагає оцінити тяжкість коронарних стенозів (звужень поперечного 
перерізу), що є важливим фактором для призначення лікування кардіологічних хвороб [5]. 

У попередній роботі [6] було досліджено механізм зародження автоколивань у циліндричному каналі з 
двома послідовно розташованими діафрагмами за фіксованих значень діаметра отворів діафрагм та швидкості 
потоку. Метою цієї роботи є дослідження особливостей потоку рідини в даній динамічній системі залежно від 
діаметра отворів діафрагм та швидкості течії, а саме: моделювання даного процесу та чисельний розрахунок; 
аналіз структури потоку в області між діафрагмами; визначення характеристик автоколивальних рухів середо-
вища, що можуть призводити до появи акустичних коливань. 

В задачах про генерацію звуку потоками досліджуються величини, які безпосередньо залежать від часу. 
Тому розв’язання задач гідроаеродинамічної акустики потребує розвитку та застосування більш складних та 
специфічних методів [7]. Сьогодні для чисельного моделювання потоків в нерегулярних каналах використову-
ються як двовимірні вихрові методи [8], так і техніки прямого чисельного моделювання (DNS) [9] та моделюван-
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ня великих вихорів (LES) [10]. В даній роботі чисельне моделювання проводиться за допомогою підходу DNS, 
який дозволяє отримати найбільш точні результати. Запропонований алгоритм розв’язання був застосований до 
подібних задач у роботі [11]. Отримані там результати узгоджуються із експериментальними та чисельними ре-
зультатами інших авторів. 

 
Постановка задачі. Розглядається течія рідини у напівнескінченному циліндричному каналі, що містить 

дві однакові осесиметричні діафрагми з отворами змінного діаметра. На рис. 1 зображено поздовжній переріз 
каналу в області діафрагм. Контури діафрагм у перерізі мають прямокутну форму. Вважається, що поверхні ка-
налу та діафрагм нерухомі та абсолютно жорсткі. Потік рідини з густиною   потрапляє в розрахункову область 

з рівномірною швидкістю 1V  через ліву межу  0x   та покидає її через праву  x L . Течія розглядається при 

швидкостях значно менших за швидкість звуку c  в середовищі. 
 

 
 

Рис. 1. Поздовжній переріз каналу. 
 

Для проведення обчислень було обрано три варіанти діаметра отворів діафрагм  3 3
2 2 10 , 3 10 ,D      

34.62 10 м . Решта геометричних параметрів розрахункової області обиралися такими: 2
1 3 1.8 10 м,D D     

3
2 10 м,L   3

3 5.8 10 м.L    Розмір області вгору за потоком від першої діафрагми 2
1 2 10 мL   , загальна дов-

жина розрахункової області 0.15м.L   Кінематична в’язкість середовища 5 21.5 10 м /с    відповідає в’язкості 

повітря при температурі 20 С . 
Згідно з підходом Лайтхілла вважається, що акустичне поле не впливає на гідродинамічне поле течії [12]. У 

зв’язку з цим задача розв’язується в межах моделі в’язкої нестисливої рідини. Основним параметром задачі є 
число Рейнольдса, яке можна визначити як 2 2Re /V D  , де 2V  – швидкість потоку в отворі першої діафрагми, 

усереднена за поперечним перерізом. В межах прийнятої моделі процес описується системою нестаціонарних 
рівнянь Нав’є – Стокса, що в безрозмірних величинах у векторній формі мають вигляд: 

  1
, 0

Re

U
U U U p U

t


      


, 

де p  – скалярне поле тиску; U  – векторне поле швидкості. Тут 2D  – масштаб довжини, 2V  – швидкості, 

2 2/D V  – часу, 2
2V  – тиску. 

Крайові умови для швидкості: рівномірний потік на вході в розрахункову область, умова прилипання на 
твердих поверхнях   та м’яка крайова умова типу лінійної екстраполяції на виході з розрахункової області: 

 10
, 0, 0 , 0, 0

x
x L

U
U V U

x 



  


. 

Для тиску задавалася рівність нулю нормального градієнту на всій межі області окрім виходу з неї, де оби-
рався постійний тиск рівний нулю: 

0

0, 0, 0
x L

x

p p
p

x n 
 

 
  

 
. 

В початковий момент середовище знаходилося у стані спокою: 

   0 0, 0 0U t p t    . 

 
Чисельний алгоритм розв’язання. Розв’язання поставленої задачі проводилося чисельно за методом скі-

нченних об’ємів з використанням бібліотек інструментарію з відкритим кодом OpenFOAM. Дискретизація здійс-
нювалася за допомогою скінченно-елементного генератора сіток Gmsh. Припускалося, що рух рідини в області 
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між діафрагмами є близьким до осесиметричного. У зв’язку з цим за розрахункову область обирався циліндрич-

ний сектор (клин) з кутом розкриття 4  та одним елементом в азимутальному напрямку. У роботі [11] з метою 
верифікації отриманих результатів для подібних задач проводились тестові розрахунки при незмінних крайових 
умовах з використанням сіток з різною кількістю контрольних об’ємів та різними значеннями коефіцієнтів згу-
щення вузлів. 

На рис. 2 схематично зображено дискретизаційну сітку розрахункової області в околі отворів діафрагм в 
половині поздовжнього перерізу каналу. Використовувалася ортогональна блочно-структурована сітка зі згу-
щенням вузлів в отворах діафрагм та при наближенні до їх поверхонь. Кількість контрольних об’ємів в радіаль-
ному напрямку в отворі діафрагм становила 69 , 82  та 98  залежно від діаметра отворів діафрагм з найменшим 

кроком біля кутових точок – 510 м . Загальна кількість контрольних об’ємів змінювалась в межах від 203519  до 

220094  відповідно. 
 

 
 

Рис. 2 – Схематичне зображення дискретизаційної сітки в околі отворів діафрагм. 
 

Для обчислення об’ємних інтегралів за контрольним об’ємом застосовувалася узагальнена процедура Гау-
са. Для інтерполяції конвективних членів застосовувалася імплементована у OpenFOAM TVD форма централь-

но-різницевої схеми для векторного поля з обмежувачем потоку  q , що відповідає узагальненій кусково-

лінійній схемі Chakravarthy – Osher: 

     F F F FUD CD UD
U U U U     . 

Тут  F UD
U  – значення швидкості на грані контрольного об’єму, розраховане за протипоточною схемою пер-

шого порядку,  F CD
U  – значення швидкості на грані контрольного об’єму, розраховане за центрально-

різницевою схемою другого порядку,  q  – нелінійний обмежувач потоку, який є функцією відношення граді-

єнтів швидкості на межах між даною коміркою та її сусідами вгору і вниз за потоком: 

    
 2

2
max min , 1 , 0 , 2 1М К N М

N М

U U U U
q q q

k U U

        
   

, 

де , ,K M N  – три центроїди, послідовно розташовані в напрямку потоку [13]. В даній роботі обирався коєфіці-

єнт 1k  , що відповідає більш високій стійкості розрахунку. 
За схему дискретизації похідної за часом обиралася неявна триточкова несиметрична схема другого по-

рядку з різницями назад. Зв’язаний розрахунок поля швидкості і тиску проводився за допомогою процедури 
PISO [14]. Щоб покращити якість матриці отриманої системи лінеаризованих алгебраїчних рівнянь використову-
вався метод відкладеної корекції для конвективного члена DCM (Deferred Correction Method) [15]. Для 
розв’язання систем із симетричними матрицями застосовувався метод спряжених градієнтів PCG (Precondi-
tioned Conjugate Gradient) з передобумовленням типу неповної факторизації Холецького DIC (Diagonal-based 
Incomplete Cholesky preconditioner) [16], з асиметричними матрицями – стабілізований метод біспряжених гра-
дієнтів PBiCGStab (Preconditioned Biconjugate Gradient Stabilized) з передобумовленням типу неповної LU-
факторизації DILU (Diagonal-based Incomplete Lower-Upper preconditioner) [17]. Задача розв’язувалася з вико-
ристанням обчислювальних потужностей комплексу СКІТ Інституту кібернетики ім. В. М. Глушкова Національ-
ної академії наук України [18]. Більш детально алгоритм розв’язання та обґрунтування вибору відповідних ме-
тодів розглянуто у роботі [11]. 

З метою контролю точності обчислень поле швидкості чисельно інтегрувалося за поперечними перерізами 
отворів діафрагм  1 1S x L  та  2 1 2 32S x L L L    (рис. 2). Це дозволяло контролювати точність виконання 

умови нестисливості середовища, яку можна подати у вигляді: 
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Для результатів, представлених у даній роботі, відносна похибка   не перевищувала 37.2 10 . 
 

Аналіз результатів. Розглянемо спочатку випадок найменшого діаметра отворів діафрагм 3
2 2 10 мD   . 

Відношення діаметра та довжини порожнини між діафрагмами до діаметра отворів становлять відповідно 

3 2/ 9D D   та 3 2/ 2.9L D  . При відносно низькому значенні числа Рейнольдса Re 1296 , що відповідає швид-

кості течії 1 0.12м/сV    2 9.72м/сV  , течія в області між діафрагмами є стаціонарною. На рис. 3, а зображено 

поле завихреності в половині поздовжнього перерізу хвилевода після закінчення перехідних процесів. З перед-
ньої кромки першої діафрагми зривається ламінарний примежовий шар та утворює на межі струменя та порож-
нини між діафрагмами кільцевий зсувний шар. Цей шар розрізається передньою кромкою другої діафрагми на 
дві частини, одна з яких проходить далі у отвір другої діафрагми, а друга втягується у циркуляційний рух всере-
дині області між діафрагмами. У такий спосіб в глибині порожнини між діафрагмами утворюється великий кі-
льцевий вихор, який добре видно на рис. 3, б, де зображено лінії течії. Отже, в даному випадку коливання в сис-
темі не виникають. 

 

  
а б 

 

Рис. 3 –В області між діафрагмами при 3
2 2 10 мD    та Re 1296 : а – поле завихреності; б – лінії течії. 

 

При збільшенні числа Рейнольдса до Re 2700   1 20.25м/с, 20.25м/сV V   течія в області між діафраг-

мами стає нестаціонарною (рис. 4, а). При наближенні до другої діафрагми у зсувному шарі послідовно утворю-
ються кільцеві вихори, які набігають на поверхню діафрагми та розрізаються нею на дві частини. Як і в попере-
дньому випадку, одна частина проходить далі за течією, а друга втягується у циркуляційний рух. Внаслідок вза-
ємодії вихорів з діафрагмою виникають коливання полів швидкості та тиску в околі її отвору. Ці коливання ма-
ють періодичний характер та дають змогу оцінити частоту збуджених потоком акустичних коливань. Отже, в 
даному випадку, на відміну від попереднього, кількість енергії у зворотному зв’язку є достатньою для збуджен-
ня автоколивань. 

 

   
а б в 

 

Рис. 4 –В області між діафрагмами при 3
2 2 10 мD   : а – б – поле завихреності, а – Re 2700 ; в – лінії течії, 

б, в – Re 6480 . 
 
При збільшенні числа Рейнольдса до Re 6480   1 20.6м/с, 48.6м/сV V   течія в області між діафрагма-

ми значно ускладнюється. Великий вихор біля другої діафрагми вже не утворюється, через що зворотний 
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зв’язок стає нерегулярним (рис. 4, б). У зсувному шарі також утворюються кільцеві вихори і набігають на пове-
рхню другої діафрагми, проте цей процес вже не є періодичним. При цьому місце формування цих вихорів зсу-
вається ближче до першої діафрагми. При взаємодії вихорів у зсувному шарі з діафрагмою та її примежовим 
шаром утворюються вихори додатної та від’ємної завихреності, які рухаються проти течії та вглибину порож-
нини (рис. 4, в). 

На рис. 5, а зображено амплітудно-частотний спектр коливань поздовжньої швидкості потоку в точці M  на 

осі каналу в перетині отвору другої діафрагми  2 1 2 32 , 0S x L L L R     при 3
2 2 10 мD   , Re 2700 . В да-

ному випадку чітко виділяється основна частота коливань 41.14 10 Гцf   , що відповідає числу Струхаля, яке 

можна визначити як 2 2/St fD V , рівному 1.13St  . Проте при Re 6480  амплітудно-частотний спектр коли-

вань поздовжньої швидкості у отворі другої діафрагми має характер, властивий шуму (рис. 5, б). Варто зазначи-
ти, що властивості спектру не залежать від вибору точки в отворі діафрагми як в першому, так і в другому випа-
дку. Отже, при обраних параметрах тональний звук збуджується лише в обмеженому діапазоні чисел Рейнольд-
са 1296 Re 6480  . 

Розглянемо тепер випадок більшого діаметра отворів діафрагм 3
2 3 10 мD     3 2 3 2/ 6, / 1.93D D L D  . 

При значенні числа Рейнольдса Re 2880   1 20.4м/с, 14.4м/сV V   течія в області між діафрагмами є стаціо-

нарною, і вихори у зсувному шарі не утворюються (рис. 6, а). Отже, критичне значення числа Рейнольдса, при 
якому починають збуджуватись автоколивання, збільшилось у порівнянні з попереднім випадком 

 Re 2880кр  . 

При більшому значенні числа Рейнольдса Re 3240   1 20.45м/с, 16.2м/сV V   вже відбувається пері-

одичне утворення вихорів (рис. 6, б). Значних змін у структурі поля завихреності не спостерігається: товщина 
зсувного шару залишається незмінною; кільцеві вихори, що утворюються при наближенні до другої діафрагми, 
зберігають свій розмір. Проте збільшується кут відриву примежового шару від передньої кромки першої діафра-
гми, через що кільцеві вихори у зсувному шарі дещо віддаляються від поверхні другої діафрагми, що призво-
дить до зменшення поверхні контакту. Внаслідок цього зменшується частка кінетичної енергії струменя, яка 
втягується у циркуляційний рух. 

 

  
а б 

 

Рис. 5 – Амплітудно-частотні спектри коливань поздовжньої швидкості потоку в перерізі 2S  отвору другої діафрагми в точці 

M  на осі каналу при 3
2 2 10 мD   : а – Re 2700 ; б – Re 6480 . 

 

  
а б 

 

Рис. 6 – Поле завихреності в області між діафрагмами при 3
2 3 10 мD   : а – Re 2880 ; б – Re 3240 . 
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При подальшому збільшенні розмірів отворів діафрагм до 3
2 4.62 10 мD     3 2 3 2/ 3.9, / 1.26D D L D   

вже спостерігається зміна у поведінці даної динамічної системи. При Re 3748   1 20.8м/с, 12.17м/сV V   те-

чія в області між діафрагмами є стаціонарною (рис. 7, а). Критичне значення числа Рейнольдса, при якому почи-

нають збуджуватись автоколивання, знову збільшилось  Re 3748кр  . Кут відриву примежового шару також 

зростає у порівнянні з попереднім випадком, завдяки чому зсувний шар повністю проходить крізь отвір другої 
діафрагми. В даному випадку частина енергії струменя втягується у циркуляційний рух всередині порожнини 
між діафрагмами завдяки взаємодії зсувного шару з примежовим шаром другої діафрагми. 

При збільшенні числа Рейнольдса до Re 4685   1 21м/с, 15.21м/сV V   відбувається утворення вихорів 

у зсувному шарі, але через подальше збільшення кута відриву примежового шару від першої діафрагми кільцеві 
вихори у зсувному шарі ще більше віддаляються від поверхні діафрагми. У даному випадку великий кільцевий 
вихор біля другої діафрагми стає нестійким. На рис. 7 зображено відповідне поле завихреності в два моменти 
часу 0.2872ct   (б) та 0.3019ct   (в). Не досягаючи глибини порожнини між діафрагмами, вихор руйнується, і 

процес його формування починається заново. Через це утворення вихорів у зсувному шарі не є регулярним. 
 

   
а б в 

 

Рис. 7 – Поле завихреності в області між діафрагмами при 3
2 4.62 10 мD   : 

а – Re 3748 ; б – Re 4685 , 0.2872ct  ; в – Re 4685 , 0.3019ct  . 

 

Основна частота коливань поздовжньої швидкості в отворі другої діафрагми при 3
2 3 10 мD   , Re 3240  

становить 38.93 10 Гцf   , що відповідає числу Струхаля 1.65St   (рис. 8, а). Тобто частота коливань знизилась 

у порівнянні з попереднім випадком меншого діаметра отвору діафрагми, а число Струхаля збільшилось. На 
рис. 8, б зображено амплітудно-частотний спектр коливань поздовжньої швидкості у отворі другої діафрагми 

при 3
2 4.62 10 мD   , Re 4685  до моменту руйнування великого вихору. Спектр є багаточастотним, що також 

характерно для шуму. Отже, для утворення стійких автоколивань значення діаметра отворів діафрагм має бути 
меншим за критичне 3 2/ 3.9D D  , при якому дестабілізується циркуляційний рух в області між діафрагмами. 

 

  
а б 

 

Рис. 8 – Амплітудно-частотні спектри коливань поздовжньої швидкості потоку в перерізі S2 отвору другої діафрагми в точці 

M  на осі каналу при: а – 3
2 3 10 мD   , Re 3240 ; б – 3

2 4.62 10 мD   , Re 4685 . 

 
Отримані результати узгоджуються з результатами інших авторів. Наприклад, у роботі [19] досліджувалась 

течія крові у артерії з одним та двома стенозами за допомогою методу скінченних елементів та k   моделі ту-
рбулентності. Потік крові вважався ньютонівським та нестисливим. Результати дослідження показали, що при 
стенозах до 70 % площі поперечного перерізу артерії потік залишався ламінарним, а при 80 % – ставав турбуле-
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нтним. Також автори роботи [4] показали, що підгортанний стеноз (SGS) практично не викликав генерацію то-
нальних звуків, доки його ступінь тяжкості не досягнув 75 %. Спостерігалися слабкі низькочастотні шуми, по-
чинаючи з середнього ступеня тяжкості (> 50 %), за низьких швидкостей потоку. Проте рівень генерації тональ-
ного звуку швидко зростав, коли ступінь тяжкості стенозу наближався до 100 %. Це також супроводжувалось 
підвищенням частоти звуку. 

 
Висновки. Отже, проведено чисельне моделювання течії рідини у циліндричному каналі з двома послідов-

ними діафрагмами для трьох значень діаметра отворів діафрагм. У зв’язку з прийнятими припущеннями постав-
лена гідродинамічна задача розв’язувалася в межах моделі в’язкої нестисливої рідини. Розв’язання здійснювало-
ся за методом скінченних об’ємів з використанням схем дискретизації другого порядку точності за простором та 
часом. 

Проведено аналіз особливостей руху середовища в області між діафрагмами в залежності від діаметра 
отворів діафрагм. Показано, що при достатньо низьких числах Рейнольдса потік в області між діафрагмами є 
стаціонарним незалежно від діаметра отворів. У порожнині між діафрагмами встановлюється циркуляційний 
рух, а з передньої кромки першої діафрагми зривається поверхневий шар та утворює кільцевий зсувний шар в 
області між діафрагмами. При досягненні критичного значення числа Рейнольдса, яке залежить від діаметра 
отворів діафрагм, потік стає нестаціонарним. При наближенні до другої діафрагми у зсувному шарі утворюється 
послідовність кільцевих вихорів, що взаємодіють із поверхнею діафрагми та призводять до виникнення тональ-
ного звуку. При збільшенні діаметра отворів діафрагм відповідне критичне число Рейнольдса збільшується, час-
тота генерованого звуку знижується, а число Струхаля зростає. Крім того, збільшується кут відриву примежово-
го шару від передньої кромки першої діафрагми, через що зменшується частка кінетичної енергії струменя, яка 
бере участь у циркуляційному русі всередині порожнини між діафрагмами. При досягненні критичної величини 

діаметра отворів діафрагм  3 2/ 3.9D D   при 3 3/ 3.1D L   циркуляційний рух всередині порожнини дестабілі-

зується, внаслідок чого генерований звук набуває характеру шуму. 
Для дослідження у наступних роботах залишається питання визначення залежності інтервалів значень чис-

ла Рейнольдса, при яких генерується тональний звук, від діаметра отворів діафрагм, а також питання залежності 
критичного значення діаметра отворів для збудження стійких автоколивань течії від відстані між діафрагмами. 
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Г. Я. ТУЛУЧЕНКО 

НОВІ ПІДХОДИ ДО АПРОКСИМАЦІЇ ІНТЕГРАЛЬНИХ ФУНКЦІЙ РОЗПОДІЛУ СТАТИСТИК 
ДЛЯ РІЗНИХ МОДИФІКАЦІЙ ОДНОВИБІРКОВОГО ТЕСТУ АНДЕРСОНА-ДАРЛІНГА 

Одновибірковий тест Андерсона – Дарлінга є потужним інструментом для перевірки гіпотези про відповідність вибірки теоретичному роз-
поділу. Однак, обчислення критичних точок для цього тесту є досить ресурсомістким завданням, враховуючи складність виразів для інтег-
ральних функцій розподілу статистик для всіх модифікацій цього тесту з різними ваговими функціями. Мета даної роботи полягає в розроб-
ці ефективних способів апроксимації інтегральних функцій розподілу статистики тесту Андерсона – Дарлінга. Зокрема, дослідження спря-
моване на знаходження функціональних залежностей, які б асимптотично збігалися з заданими розподілами, забезпечуючи при цьому висо-
ку точність наближення в області відхилень від нульової гіпотези. У статті запропоновано два нових способи апроксимації інтегральних фу-
нкцій для статистик цього тесту. Запропоновані способи дозволяють зберегти точність обчислення критичних значень критерію при менших 
обчислювальних витратах. Перший спосіб полягає в представленні статистики з тесту Андерсона – Дарлінга як складної випадкової величи-
ни, яка є лінійною комбінацією двох випадкових величин: з експоненціальним та з лінійним розподілами відповідно. Другий спосіб полягає 
у використанні узагальненого ймовірнісного розподілу, до складу якого запропоновано ввести розподіл Вейбулла. Параметри кожної з вка-
заних моделей апроксимації були оцінені методом найменших квадратів. Для вибору оптимальної моделі було проведено порівняння моде-
лей за допомогою інформаційного критерію Акаіке (AIC). Критерій AIC дозволив оцінити відносну якість моделей з урахуванням кількості 
параметрів та величини залишкової суми квадратів. На основі отриманих значень AIC було визначено модель, яка забезпечує найкраще 
співвідношення між адекватністю та складністю. Отримані апроксимації забезпечують високу точність і можуть бути використані для шви-
дкого обчислення критичних значень. Результати дослідження дозволяють розширити можливості застосування тесту Андерсона – Дарлінга 
в практичних задачах статистичного аналізу. 

Ключові слова: одновибірковий тест Андерсона – Дарлінга, ймовірнісний розподіл, інтегральна функція розподілу, критичні точки, 
апроксимація функціональних залежностей, інформаційний критерій Акаіке. 

H. YA. TULUCHENKO 
NEW APPROACHES TO APPROXIMATION OF CUMULATIVE DISTRIBUTION FUNCTIONS OF 
STATISTICS FOR DIFFERENT MODIFICATIONS OF THE ONE-SAMPLE ANDERSON-DARLING 
TEST 

The one-sample Anderson-Darling test is a powerful tool for testing the hypothesis that a sample corresponds to a theoretical distribution. However, 
the calculation of critical points for this test is a rather resource-intensive task, given the complexity of expressions for the integral functions of the dis-
tribution of statistics for all modifications of this test with different weight functions. The purpose of this paper is to develop effectual methods to ap-
proximate the integral distribution functions of the Anderson-Darling test statistics. In particular, the study is aimed at finding functional dependencies 
that would asymptotically coincide with the given distributions, while ensuring high accuracy of approximation in the area of deviations from the null 
hypothesis. The paper proposes two new methods for approximating integral functions for the statistics of this test. The proposed methods allow pre-
serving the accuracy of calculating the critical values of the criterion at lower computational costs. The first method is to represent the statistics from 
the Anderson-Darling test as a complex random variable, which is a linear combination of two random variables: with exponential and linear distribu-
tions, respectively. The second method is to use a generalized probability distribution, which is proposed to include the Weibull distribution. The pa-
rameters of each of these approximation models were estimated using the least squares method. To select the optimal model, the models were com-
pared using the Akaike's Information Criterion (AIC). The AIC criterion allowed us to compare the models' relative quality based on account the num-
ber of parameters and the value of the residual sum of squares. Based on the obtained AIC values, the model that provides the best balance between 
adequacy and complexity was identified. The obtained approximations provide high accuracy and can be used to quickly calculate critical values. The 
results of the study allow us to expand the possibilities of applying the Anderson-Darling test in practical tasks of statistical analysis. 

Key words: one-sample Anderson-Darling test, probability distribution, cumulative distribution function, significance points, approximation of 
functional dependencies, Akaike information criterion. 

Вступ. Одновибірковий тест Андерсона – Дарлінга – це потужний інструмент для оцінки відповідності ек-
спериментальних даних заданому теоретичному розподілу. Але не всі програмні реалізації тесту Андерсона – 
Дарлінга підтримують перевірку відповідності довільному теоретичному розподілу. У програмних пакетах цей 
тест найчастіше використовується для перевірки відповідності даних нормальному закону розподілу. Напри-
клад: пакет R  (бібліотека nortest, команда ad.test), Python (бібліотека scipy.stats, команда stats.anderson) та SPSS 
(процедура Explore з інтерактивним вибором відповідної опції), MATLAB (пакети Statistics and Machine Learning 
Toolbox, команда adtest) та інші. 

Для вибірок великих об’ємів обчислення статистики тесту є досить ресурсомісткими, тому доцільно ви-
користовувати оптимізовані алгоритми її обчислення. 

 
Аналіз останніх досліджень. Для оцінки величини відхилення емпіричного розподілу від заданого розподі-

лу одновибірковий тест Андерсона – Дарлінга використовує статистику: 

   22 ( ) ( ) ( ) ( )n nW n F x F x F x dF x




   ,                                                         (1) 

де ( )u F x  – інтегральна функція відомого теоретичного розподілу; ( )nF x  – інтегральна функція емпіричного 

розподілу;  u  – вагова функція; n  – об’єм вибірки [1]. 

© Г. Я. Тулученко, 2024 
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Статистика 2
nW  є випадковою величиною. Будемо позначати цю випадкову величину 1Z , коли вагова фун-

кція з формули (1)   1u  , та 2Z , коли вагова функція    
1

1
u

u u
 


. 

Вагова функція в тесті Андерсона – Дарлінга дозволяє зосередити увагу на певних областях розподілу. Ко-

ли використовується вагова функція    
1

1
u

u u
 


 більша вага надається відхиленням у «хвостах» розподілу. 

Це робить тест Андерсона – Дарлінга більш чутливим до відхилень саме в цих областях. 
Коли вагова функція тотожно дорівнює 1 , тоді всі відхилення між емпіричною та теоретичною функціями 

розподілу отримують однакову вагу, тобто в цьому випадку тест є рівномірно чутливим до відхилень по всій об-
ласті розподілу, а не саме в «хвостах». Також відзначимо, що тест Андерсона – Дарлінга з ваговою функцією 

  1u   за своїми властивостями наближається до тесту Крамера – фон Мізеса. 

Для випадкових величин 1Z  та 2Z  Андерсон і Дарлінг отримали такі вирази інтегральних функцій для ви-

бірок великих об’ємів: 

     2 2
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4 1 exp ,
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 ,                             (2) 

де  x  – гамма-функція;  ,K x  – модифікована функція Бесселя другого роду [1]; 
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 .                                                     (3) 

 
Постановка задачі. При реалізації різних модифікацій тесту Андерсона – Дарлінга інтегральні функції ро-

зподілів відповідних статистик використовуються для визначення критичних точок. Ресурсомісткість аналітич-
ного обчислення інтегральних функцій розподілу статистик тесту Андерсона – Дарлінга обмежує його застосу-
вання в практичних задачах. 

Метою дослідження є розробка ефективних способів апроксимації інтегральних функцій розподілу статис-
тики названого тесту. Для досягнення цієї мети необхідно з’ясувати можливість апроксимації інтегральних фун-
кцій розподілу статистик тесту лінійними комбінаціями відомих класичних розподілів або узагальненими роз-
поділами, що дозволить суттєво спростити алгоритми обчислення критичних точок критерію. 

Зокрема, дослідження спрямоване на знаходження функціональних залежностей, які б асимптотично збіга-
лися з точними розподілами, забезпечуючи при цьому високу точність наближення в області відхилень від ну-
льової гіпотези. 

 
Основні результати. Для висунення гіпотез про можливі наближення законів розподілу випадкових вели-

чин 1Z  та 2Z  використаємо графіки їх інтегральних функцій розподілу (рис. 3 – 4) та диференціальних функцій 

розподілу (рис. 5 – 6). Графіки інтегральних функцій розподілу (рис. 3 – 4) є малоінформативним для висунення 
гіпотези про можливі розподіли випадкових величин. 

За зовнішнім виглядом графіків диференціальних функцій розподілу (рис. 5 – 6) логічно висунути гіпотезу, 
що досліджувані розподіли випадкових величин 1Z  та 2Z  з задовільною точністю можна наблизити за допомо-

гою розподілу Вейбулла або Гамма-розподілу. Але проведені розрахунки показали, що досягнути прийнятної то-
чності наближення при цьому не вдається. Крім того, встановлено, що точність наближення погіршується асим-
птотична, коли здійснюються заходи з підвищення точності на ділянці в околі нуля. 

При перевірці статистичних гіпотез рівень значущості   традиційно обирають таким, що 0.05  . Для 
знаходження критичних точок розв’язують рівняння: 

  1F z   .                                                                             (4) 

Очевидно, що розв’язками рівняння (4) є значення 0z .  
Запропонуємо різні способи апроксимації інтегральних та диференціальних функцій розподілу статистик 

тесту Андерсона – Дарлінга. 
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Перший спосіб: лінійна комбінація класичних розподілів. Розглянемо випадкову величину, яка є зваже-
ною сумою двох випадкових величин  1U X Y    , 0 1  . Нехай випадкова величина X  має експоне-

нціальний розподіл: 

   
0, 0,

exp , 0,

x
g x

x x 


   
                                                                     (5) 

а випадкова величина Y  має лінійний розподіл: 

 

0, 0,

2
, 0 ,

2
0, .

y

ky l
h y y a

a ka l
y a


    




                                                                   (6) 

Побудуємо інтегральну функцію розподілу складної випадкової величини  1U X Y    : 

   F u P U u                                                                                (7) 

за допомогою методів інтегрального числення з використанням диференціальних функцій розподілу (5) і (6).  
Область   всіх можливих значень випадкової величини U  показана на рис. 1 і рис. 2. 
 

  
Рис. 1 – До обчислення інтегральної функції розподілу 

 F u  на відрізку 0 u a  . 
Рис. 2 – До обчислення інтегральної функції розподілу  F u  

на проміжку u a . 
 

Коли 0 u a  , тоді  F u  дорівнює площі 1S  трикутника, який показаний на рис. 1: 
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.  (8) 

Коли u a , тоді  F u  дорівнює площі 2S  трапеції, яка показана на рис. 2: 
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        1 1
exp 1 expka l k u a l k u

    
   

                                       
.                   (9) 

Отже, інтегральна функція розподілу (7) складної випадкової величини  1U X Y     має вигляд: 

  1

2

0, 0,

( ), 0 ,

( ), ,

u

F u S u u a

S u u a


  
 

                                                                     (10) 

де функції 1( )S u  та 2 ( )S u  визначаються за формулами (8) і (9) відповідно. 

Для кожної з випадкових величин 1Z  та 2Z  виконаємо підгонку розподілу. Знайдемо значення параметрів 

розподілу (10) шляхом мінімізації суми квадратів відхилень значень інтегральної функції розподілу (10) від: 
1) інтегральної функції розподілу (2), 
2)  інтегральної функції розподілу (3) – 

в точках штучно згенерованих експериментальних послідовностей. Відзначимо, що точка а також підлягає вста-
новленню. 

Для проведення обчислювального експерименту були згенеровані послідовності точок: 

ju jh ,    0, 40j  , 

де 0.05h   для випадкової величини 1Z ; 0.1h   для випадкової величини 2Z . 

Значення параметрів розподілу (10) знайдемо завдяки розв’язанню задачі оптимізації: 

      2
1

, , , , min        
N

i j i j
j

Q k l a F u A u 


   ,                                               (11) 

з обмеженнями: 
0  ,  0 0h  ,   0h a  , 0a  , 0 1  .                                                  (12) 

Оптимізаційна задача (11 – 12) розв’язувалася для кожної інтегральної функції  1A z  та  2A z  окремо 

( 1,  2i  ). Розрахунки виконувалися з подвійною точністю в системі комп’ютерної математики Maple. Для 
компактного подання в табл. 1 здійснено округлення до другого знаку після коми. 

 
Таблиця 1 – Оптимальні значення параметрів розподілу (10) для апроксимації 

інтегральних функцій розподілу  1A z  та  2A z  
 

Параметри  1A z   2A z  

  4.00  0.09  

k  1.54  0.38  

l  121.45 10   0.00  

a  0.10  0.45  
  0.55  0.07  

minQ  48.00 10  31.02 10  
 

 
 

Рис. 3 – Графіки інтегральної функції розподілу  1A z  (суцільна лінія) та функції (10) (пунктирна лінія). 
 



ISSN 2222-0631 (print)  

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Математичне 
моделювання в техніці та технологіях, №2 (7)'2024. 77 

 
 

Рис. 4 – Графіки інтегральної функції розподілу  2A z  (суцільна лінія) та функції (10) (пунктирна лінія). 

 

З мінімального значення суми квадратів відхилень minQ  (табл. 1) та з рис. 3 – 4 очевидно, що точність ап-

роксимації є прийнятною. 
 
Другий спосіб: узагальнені розподіли. У роботі [2] запропонований новий узагальнений ймовірнісний роз-

поділ та досліджено деякі його властивості. Сім’я інтегральних функцій цього розподілу має вигляд: 

    ( )
1

( )

G z
F z v

v G z


  

    
,                                                              (13) 

де 0v  , 0  , ( )G z  – інтегральна функція будь-якого неперервного розподілу. 

У даній статті пропонується для наближення інтегральних функцій розподілу  1A z  та  2A z  за функцію 

( )G z  у формулі (13) обирати інтегральну функцію розподілу Вейбулла: 

( ) 1 exp
c

z
G z



         
,                                                                     (14) 

де 0z  , 0  , 0c  . 
Для проведення обчислювального експерименту були згенеровані послідовності точок: 

ju jh , 0.01h  , 

де 0, 200j   для випадкової величини 1Z ; 0,600j   для випадкової величини 2Z . 

Оцінка точності наближення також визначалася за формулою (11) та враховувалися обмеження на значення 

коефіцієнтів у розподілі Вейбулла (14). Отримані результати підгонки інтегральних кривих  1A z  та  2A z  

представлено в табл. 2 та на рис. 5 – 6. 
 

Таблиця 2 – Оптимальні значення параметрів розподілу (13 – 14) для апроксимації  

інтегральних функцій розподілу  1A z  та  2A z  
 

Параметри  1A z   2A z  

c  1.14  1.62  

  0.23  1.87  

v  0.02  0.05  

  20.50  4.53  

minQ  71.74 10  66.06 10  

 
Числові значення в табл. 2 також округлені для компактного представлення. Графіки отриманих кривих пі-

дгонки з параметрами з табл. 2 візуально не відрізняються від представлених на рис. 3 – 4, тому наведемо графі-
ки відповідних диференціальних функцій розподілів. 
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Рис. 5 – Графіки диференціальної функції розподілу    1 1
d

a z A z
dz

  (суцільна лінія) та функції    1 1
d

f z F z
dz

  

відповідно до формули (13) і значень параметрів з табл. 2 (пунктирна лінія). 
 

 
 

Рис. 6 – Графіки диференціальної функції розподілу    2 2
d

a z A z
dz

  (суцільна лінія) та функції    2 2
d

f z F z
dz

  

відповідно до формули (13) і значень параметрів з табл. 2 (пунктирна лінія). 
 

Окремі питання застосування другого способу до підгонки інтегральної функції розподілу  1A z  статисти-

ки критерію Андерсона – Дарлінга розглядалися в роботі [3] автора даної статті. 
 
Перспективи подальших досліджень. Автор вважає перспективним проведення досліджень, пов’язаних з 

вивченням властивостей інших модифікацій тесту Андерсена – Дарлінга. 
 
Висновки. Оцінимо якість запропонованих моделей на основі їх складності та точності апроксимації, яка 

досягається при їх використанні. Оскільки для кожної апроксимаційної моделі інтегральної функції розподілу 
сума квадратів відхилень від значень в експериментальних точках від значень інтегральних функцій розподілу 

 1A z  та  2A z  вже відомі (табл. 1 та табл. 2), тому для вказаної оцінки можемо залучити модифіковану форму-

лу інформаційного критерію Акаіке (AIC) [4], що використовує відповідну суму квадратів відхилень (RSS –
Residual Sum of Squares):  

 ln 2 1 ln(2 )
RSS

AIC n p n
n

                                                               (15) 

або формулу критерію, що модифікована до вибірок малих об’ємів: 

 2 1

1

p p
AICс AIC

n p


 

 
.                                                                     (16) 

Модель (10) містить 5 параметрів:  , k , l , a ,  , тому для неї 6p  . Модель (13 – 14) містить 4 парамет-

ри: c ,  , v ,  , тому для неї 5p  . 

Для обчислення значення критерію Акаіке для вибірок об’ємом 40n   будемо використовувати формулу 
(16), для вибірок більших об’ємів – формулу (15). 
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У тексті статті RSS позначена як minQ . 

Очевидно (табл. 3), що за критерієм Акаіке до практичного використання слід рекомендувати модель (10) 

при наближенні інтегральних функцій  1A z  та  2A z  як більш просту. Проте критерій Акаіке не враховує того 

факту, що модель (10) в загальному випадку є кусково-гладкою функцією, що може створювати специфічні 
ускладнення при її використанні. Зокрема, відповідна диференціальна функція розподілу, отримана на основі 
моделі (10), може бути кусково-неперервною. 

 
Таблиця 3 – Значення критерію АІС для моделі (10) та для моделі (13 – 14) 

 

Моделі  1A z   2A z  

Модель (10) –305 –295 

Модель (13-14) –3600 –9330 

 
Зважаючи на малі значення RSS для обох моделей ці моделі можуть бути рекомендовані до практичного 

використання з врахуванням їх властивостей. 
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