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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ПАРАМЕТРИЧНИХ ПОДАНЬ СИНГУЛЯРНИХ ТА 
ГІПЕРСИНГУЛЯРНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ ОПЕРАТОРІВ ДЛЯ ОТРИМАННЯ МАТЕМАТИЧНИХ 
МОДЕЛЕЙ ЗАДАЧ ЕЛЕКТРОДИНАМІКИ 

У роботі дається аналіз практики застосування методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів 
(PR-методу) для розв’язання задач електродинаміки. Цей метод був розроблений у дев’яностих роках двадцятого сторіччя Ю. В. Ганделем і 
є узагальненням методу парних суматорних та інтегральних рівнянь. Він ґрунтується на застосуванні властивостей псевдодиференціальних 
сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів. Застосування цього підходу дозволяє зводити розв’язання крайових задач для 
рівняння Гельмгольця з граничними умовами Дирихле, Неймана або Робена до систем граничних інтегральних рівнянь. В залежності від по-
становки початкових крайових задач отримані системи граничних рівнянь можуть містити інтегральні оператори, які потрібно розглядати у 
сенсі головного значення за Коші або скінченної частини за Адамаром. Також граничні інтегральні рівняння можуть містити інтеграли зі 
змінною верхньою межею, а підінтегральні вирази цих рівнянь, окрім регулярної частини, можуть містити доданки зі слабкою логарифміч-
ною особливістю, доданки з неусувною особливістю першого роду. Для знаходження наближених розв’язків систем граничних інтегральних 
рівнянь використовувались алгоритми методу дискретних особливостей. Метод параметричних подань інтегральних операторів дозволив 
побудувати математичні моделі процесів збудження надрозмірних неперіодичних гребінок структур потоком електронів, розподілу поля 
власних мод у прямокутному хвилеводному каналі з гребінчастими канавками, електродинамічних процесів у гіротронах, поширення елект-
ромагнітних хвиль в аксіально-симетричних хвилеводах, дифракції довільної електромагнітної хвилі на довільній поверхні обертання. Сут-
тєві переваги цього підходу полягають у відсутності необхідності проведення додаткової аналітичної роботи при збільшенні подібних еле-
ментів структури та практичної нечутливості комп’ютерної реалізації моделі від розмірів елементів структури та їх взаємного розташування. 
Це робить перспективним застосування PR-методу для створення математичних моделей багатошарових квазіфрактальних структур. 

Ключові слова: параметричні подання, сингулярні та гіперсингулярні інтегральні оператори, системи граничних інтегральних рів-
нянь, метод дискретних особливостей, математичні моделі, задачі електродинаміки. 

V. D. DUSHKIN 
APPLICATION OF THE METHOD OF PARAMETRIC REPRESENTATIONS OF SINGULAR AND 
HYPERSINGULAR OPERATORS FOR OBTAINING MATHEMATICAL MODELS OF 
ELECTRODYNAMICS PROBLEMS 

This paper analyzes the practice of using the method of parametric representations of singular and hypersingular integral operators (PR-method) to 
solve electrodynamics problems. This method was developed in the nineties of the twentieth century by Y. V. Gandel and is a generalization of the 
method of coupled summation and integral equations. It is based on the use of the properties of pseudo-differential singular and hypersingular integral 
operators. The application of this approach allows us to reduce the solution of boundary value problems for the Helmholtz equation with Dirichlet, 
Neumann, or Robin boundary conditions to systems of boundary integral equations. Depending on the formulation of the initial boundary value prob-
lems, the resulting systems of boundary value equations may contain integral operators that should be considered in the sense of a Cauchy principal 
value or a finite part by Hadamard. Also, boundary integral equations may contain integrals with a variable upper bound. The integrand of these equa-
tions, in addition to the regular and singular part, may contain terms with a weak logarithmic singularity and terms with a step functions. To find ap-
proximate solutions of systems of boundary integral equations, algorithms of the discrete singularities method were used. The method of parametric 
representations of integral operators made it possible to construct mathematical models of the processes of excitation of superdimensional non-periodic 
structures with rectangular irregularities by the flow of electrons, processes of propagation of natural waves in waveguides, electrodynamic processes 
in gyrotrons, propagation of electromagnetic waves in axially symmetric waveguides, diffraction of an arbitrary electromagnetic wave on an arbitrary 
surface of rotation. Significant advantages of this approach are the absence of the need for additional analytical work when enlarging such structure 
elements and the practical non-sensitivity of the computer implementation of the model to the size of the structure elements and their relative position. 
This makes it promising to use the PR-method to create mathematical models of multilayer quasi-fractal structures. 

Key words: parametric representations, singular and hypersingular integral operators, systems of boundary value integral equations, discrete 
singularities method, mathematical models, problems of electrodynamics. 

Вступ. У цьому році виповнилось дев’яносто років з дня народження Ю. В. Ганделя. У його наукових робо-
тах розроблено спосіб чисельного розв’язання багатьох задач електродинаміки. Він передбачає на першій стадії 
зведення початкових крайових задач для рівнянь Гельмгольця до систем інтегральних рівнянь різних типів, зок-
рема сингулярних та гіперсингулярних інтегральних рівнянь першого та другого роду. Для отримання цих рівнянь 
використовувався створений Юрієм Володимировичем метод параметричних подань сингулярних та гіперсин-
гулярних інтегральних рівнянь. На другій стадії отримання розв’язків задачі ці системи інтегральних рівнянь 
розв’язуються чисельно за допомогою обчислювальних схем методу дискретних особливостей. Метою цієї ро-
боти було проведення огляду задач, для яких було застосовано цей підхід і визначення перспектив його застосу-
вання. 

 

Аналіз проведених досліджень. Цей підхід розв’язання задач електродинаміки та електростатики виник у 
вісімдесятих роках двадцятого сторіччя. Ідеї методу дискретних особливостей були запропоновані 
С. М. Білоцерківським у п’ятдесятих роках 20 сторіччя [1]. Спочатку він використовувався як евристичний ме-
тод чисельного розв’язання завдань аеродинаміки і мав назву «метод дискретних вихорів». Заснований на фізи-
чних міркуваннях метод дискретних вихорів дозволив ефективно чисельно вирішувати стаціонарні та нестаціо-
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нарні, лінійні та нелінійні задачі аеродинаміки з використанням обчислювальних машин. Надалі цей підхід 
знайшов широке застосування при моделюванні взаємодії тіл із потоками рідини чи газу. 

У сімдесятих роках двадцятого сторіччя Іван Кузьмич Ліфанов розробив теоретичні основи використання 
методу дискретних вихорів як чисельного методу розв’язання сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) будь-якої 
природи [2], [3], [4]. Він отримав оцінки швидкості збіжності наближених розв’язків до точних розв’язків задач. 
Цей метод, як метод чисельного розв’язання систем інтегральних рівнянь, отримав назву метода дискретних 
особливостей (МДО) [5]. У подальшому відбулось перенесення цього підходу на дослідження, розробку та ма-
тематичне обґрунтування обчислювальних схем розв’язання нових типів інтегральних рівнянь [6] – [11].  

Роботи Ю. В. Ганделя та І. К. Ліфанова продемонстрували можливість використання методу дискретних 
особливостей для вирішення широкого класу задач електростатики та електродинаміки [12] – [14]. Для застосу-
вання обчислювальних схем методу дискретних особливостей до розв’язання задач дифракції необхідно було 
знайти спосіб отримання сингулярних інтегральних рівнянь відповідних задач. У роботах [15], [16] були запро-
поновані способи отримання інтегральних двовимірних задач дифракції електромагнітних хвиль на періодичних 
решітках та решітках із скінченної кількості елементів. Ю. В. Гандель довів, що запропонований підхід дозволяє 
подібним чином, при виконанні певної аналітичної роботи пов’язаною зі специфікою задачі, отримувати грани-
чні інтегральні рівняння багатьох задач дифракції хвиль, як на періодичних, так і на неперіодичних структурах. 
Цей метод отримав назву метода парних суматорних та інтегральних рівнянь [17].  

Дослідження нових задач дифракції призвело до розгляду нових типів систем сингулярних і гіперсингуляр-
них рівнянь та схем їх чисельного розв’язання. Зокрема розглядались сингулярні інтегральні рівняння першого 
роду  
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рішення яких повинні були задовольняти одну з двох систем додаткових умов:  
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Математичне обґрунтування схем чисельного розв’язання таких рівнянь було дано у роботах 
Ю. В. Ганделя, С. В. Єрьоменко, І. К. Ліфанова та Т. С. Полянської [17] – [20]. Узагальнення результатів, отрима-
них у 80-х роках, за цим напрямком дано у роботах [21] – [23]. 

Популярність методу дискретних особливостей серед дослідників і бажання знайти форму обміну думками 
між науковцям, що працюють у цьому напрямку, сприяли виникненню ідеї проведення міжнародних наукових 
симпозіумів. Перший симпозіум «Методи дискретних особливостей в задачах математичної фізики» відбувся у 
1983 році, на цей час вже проведено двадцять один симпозіум з цього напрямку. 

Протягом багатьох років проводився науковий семінар «Чисельне моделювання методами дискретних осо-
бливостей математичної фізики», науковим керівником якого був Ю. В. Гандель. На цьому семінарі заслухову-
вались наукові доповіді провідних фахівців України та світу, також він був школою для молодих вчених. У різні 
роки у його роботі приймали участь майбутні доктори наук: В. О. Міщенко, С. О. Стешенко, Г. Л. Сідельніков та 
кандидати наук: В. С. Булигін, О. В. Гавриляко, А. В. Гахов, С. В. Духопельніков, В. Д. Душкін, С. В. Жученко, 
О. С. Кононенко, О. В. Костенко, М. Б. Краснянський, Н. Н. Морозова, К. В. Несвіт, А. А. Носіч, М. Н. Самойленко 
та багато інших. 

На механіко-математичному факультеті Харківського державного університету тривалий час викладались 
спеціальні курси, у яких викладались обчислювальні методи розв’язання сингулярних та гіперсингулярних інте-
гральних рівнянь. Матеріали цих курсів знайшли відображення в навчальних посібниках [24] – [26]. Незважаю-
чи на навчальний характер цих видань, вони більше ста разів цитувались у наукових статтях. 

Перші чисельні результати, отримані за допомогою методу парних суматорних та інтегральних рівнянь, 
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були отримані для задач дифракції, для яких існували алгоритми їх чисельного розв’язання за допомогою інших 
методів [27] – [31]. У подальшому ці результати послужили тестовими при чисельному моделюванні розсіюван-
ня електромагнітних хвиль на нових, більш складних електродинамічних структурах. Так, у роботах [32], [33] 
були представлені результати чисельного моделювання дифракції плоскої монохроматичної хвилі на періодичній 
решітці, що складається зі стрічок. Результати чисельного моделювання розсіювання електромагнітних хвиль 
дифракції на неперіодичних системах стрічок та системах щілин у нескінченних екранах наведені у робо-
тах [34], [35].  

Розрахунку основних параметрів смужкових ліній передачі методом дискретних особливостей присвячена 
робота [36]. У роботі [37] наведено метод отримання розв’язку СІР на всій осі з використанням МДО. Результа-
ти цього дослідження знайшли застосування в задачі дифракції на системі замкнутих циліндрів і під час 
розв’язування задач механіки деформованого твердого тіла. 

Наступним етапом стало створення моделей дифракції на непласких структурах. Перші чисельні результа-
ти для непласких структур було отримано для випадку моделювання поширення хвилі в прямому хвилеводі зі 
ступінчастими перешкодами [38]. Ця структура розглядалася пізніше в роботі [39]. Моделі дифракції електрома-
гнітних хвиль на періодичній гребінці та періодичній решітці, що складається з брусів, які ґрунтуються на чисе-
льному розв’язанні за допомогою МДО, розглядалися в роботах [40], [41]. У роботах [42], [43] розглядається за-
дача дифракції на ідеально провідному напівобмеженому хвилеводі з фланцем. Метод парних та суматорних ін-
тегральних рівнянь дозволив також отримати граничні інтегральні рівняння розповсюдження електромагнітних 
хвиль у хвилеводах та провести чисельний експеримент по знаходженню власних частот деяких хвилеводів [44], 
[45].  

У середині 90-х років стало зрозуміло, що спосіб отримання нових математичних моделей далеко виходить 
за рамки методу парних інтегральних і суматорних рівнянь. Аналізуючи і узагальнюючи способи зведення поча-
ткових крайових задач до систем сингулярних та гіперсингулярних інтегральних рівнянь Ю. В. Гандель сформу-
лював концепцію нового методу – методу параметричного подання сингулярних та гіперсингулярних інтеграль-
них перетворень [46] – [51]. У цей час лише в окремих роботах, заснованих на інших методах, розглядалися еле-
ктродинамічні структури, що складаються з великої скінченної кількості неоднорідних елементів. Відсутність 
робіт за цим напрямом пояснювалася значним зростанням обсягу аналітичної роботи при збільшенні кількості 
елементів у решітці. Саме цього недоліку був позбавлений метод параметричних подань сингулярних інтеграль-
них перетворень, що дає змогу без проведення додаткової аналітичної роботи використовувати математичний і 
програмний апарат для дослідження однотипних структур, які складаються з різного числа елементів. 

Алгоритми розв’язання модельних задач та їх комп’ютерні реалізації дали змогу в досить короткий час 
отримати чисельні результати для моделювання нових електродинамічних систем, які або не були розглянуті за 
допомогою інших методів, або були недостатньо добре вивчені. Одним із таких напрямів стало моделювання 
збудження надрозмірних електродинамічних структур потоком електронів. Отримані результати чисельного 
експерименту викликали цікавість фахівців, що знайшло відображення у великій кількості публікацій [52] – 
[54]. 

Розроблений алгоритм розв’язання цієї задачі став основою для побудови математичних моделей електро-
динамічних процесів у хвилеводах [55]. У роботах Ю. В Ганделя та В. В. Хорошуна розглядалися математичні 
моделі процесів поширення хвиль у неоднорідних середовищах [56] – [57].  

Необхідність урахування неідеальної провідності елементів решіток призвела до розгляду крайових задач 
для рівнянь Максвелла з узагальненими граничними умовами. У випадку дослідження двовимірних задач почат-
кові задачі зводились до крайових задач для рівняння Гельмгольця з крайовими умовами третього роду (імпедан-
сними граничними умовами) [58] – [60]. Перехід до розгляду задач з граничними умовами третього роду (навіть 
у випадку тонких стрічкових структур) призвів до розгляду нових класів інтегральних рівнянь і розробки нових 
схем їхнього чисельного розв’язання [61] – [62]. Для знаходження розв’язків задач цього класу одночасно при-
ходилось розглядати інтегральні рівняння різних типів. Так у роботах [61] – [62] розглядались граничні інтегра-
льні рівняння другого роду:  
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та сингулярні інтегральні рівняння першого роду, що містили інтеграли зі змінною верхнєю межею: 
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Задача, у якій розглядались електродинамічні системи з скінченної кількості стрічок, розташованих над 
пласким екраном [63], призвели до розгляду систем рівнянь, розвязання яких вимагало сумісного розв’язання 
рівнянь різних типів. 

Наступним етапом досліджень стало створення моделей, у яких граничні умови третього роду розглядалися 
на всій поверхні [64]. У роботі [65], яка з’явилася у 1999 році, запропоновано модель дифракції E   і H  поля-
ризованих хвиль на неперіодичній гребінці, яка повністю вкрита надпровідним матеріалом. У роботі [66] роз-
глядалася задача дифракції плоскої монохроматичної хвилі на надпровідному товстому металевому екрані зі щі-
линами, на усій поверхні якої розглядались імпедансні умови.  

Пріоритетним напрямком досліджень, що проводилися на межі століть, було створення моделей пристроїв 
високих енергій, зокрема гіротронів. Отримані в роботах Ю. В. Ганделя, Г. І. Загинайлова, О. С. Кононенка і 
С. О. Стешенка моделі та результати чисельного експерименту, що викликали неабиякий інтерес у фахівців, бу-
ли опубліковані в авторитетних міжнародних журналах і представлені на авторитетних міжнародних конферен-
ціях [67] – [71]. 

Створення математичних моделей пристроїв високих енергій призвело до розгляду гіперсингулярних інте-
гральних рівнянь більш загального вигляду, ніж ті, які розглядались у роботах Ю. В. Ганделя та О. С. Кононен-
ко: 
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розроблено та обґрунтовано методи їх чисельного розв’язання. Результати їх досліджень дано у роботі [72]. 
Одним з напрямків досліджень, що проводилися на початку 21-го століття, стало створення Ю. В. Ганделем 

і С. В. Духопельниковим моделей взаємодії електромагнітних хвиль зі структурами, які мали осьову симетрію. 
За допомогою методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів були 
створені математичні моделі процесів поширення електромагнітних хвиль в аксіально-симетричних хвилеводах, 
математичні моделі розсіювання TE   і TM  хвиль на щілинах у прямому круговому циліндрі і моделі випро-
мінювання з поздовжніх щілин у хвилеводі кругового перерізу [73], [74]. У подальшому ці роботи стали осно-
вою для проведення аналізу фізичних властивостей більш складних електродинамічних систем [75] – [78]. 

Дослідження, які проводили Ю. В. Гандель і О. О. Носіч, спочатку були пов’язані зі створенням моделей 
рефлекторних антен [79]. При цьому інтегральні рівняння, що були наслідками властивостей потенціалів пер-
шого та другого роду, розв’язувались чисельно за допомогою методів Найстрема. Надалі цей підхід привів до 
створення моделей електродинамічних лінз і відкритих хвилеводів, які дають змогу одержувати поля з необхід-
ними фазовими й амплітудними характеристиками в заданих точках простору [79] – [83]. Проведені досліджен-
ня викликали великий інтерес у дослідників, про що свідчить велика кількість посилань на роботи [84], [85].  

Ще один важливий напрямок досліджень був пов’язаний з розробкою методів розв’язання трьохвімірних 
задач, які не можна звести до розв’язання двовимірних задач. У роботах В. С. Булигіна і Ю. В. Ганделя розгляда-
лася тривимірна задача дифракції електромагнітної хвилі на плоскому екрані з ідеальною провідністю, розташо-
ваному на межі розділу двох середовищ [86], [87]. Взаємодію акустичних хвиль із плоскими і плоскопаралель-
ними структурами було розглянуто в роботах В. О. Міщенко та А. В. Гахова [88] – [90]. 

Потужність методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів була 
продемонстрована Ю. В. Ганделем, В. С. Булигіним при створенні математичних моделей задач дифракції дові-
льної електромагнітної хвилі на довільній поверхні обертання [91] – [94]. При побудові цих моделей розв’язання 
задач були отримані спарені системи сингулярних та гіперсингулярних рівнянь зі змінними коефіцієнтами, які не 
зустрічались у роботах інших дослідників. В. С. Булигін вперше для систем гіперсингулярних і сингулярних ін-
тегральних рівнянь із змінними коефіцієнтами довів теореми існування та єдиності рішення у відповідних гіль-
бертових просторах, побудував алгоритми їх числового розв’язання. 
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Чисельні експерименти, що проводяться, поставили питання про межу застосовності методу, про надій-
ність отриманих результатів за граничних значень параметрів і ускладнення геометрії дифракційних структур. 
Цьому напряму присвячено низку робіт В. О. Міщенка та його учнів [95] – [97]. У цих роботах обговорюються 
також питання раціональної організації процесу обчислень. 

У 2012 вийшла монографія [98], у який було дано докладний опис способів відомих на той час задач диф-
ракції, а також методів їх чисельного розв’язання. У першій та другій главі цієї монографії викладено способи 
отримання систем сингулярних інтегральних рівнянь двовимірних задач дифракції ідеально провідних пласких 
та плоскопаралельних систем рефлекторів. Третя та четверта глави цієї монографії присвячені побудові матема-
тичних моделей задач дифракції на непласких системах періодичних та неперіодичних системах відбивачів. Ви-
клад процедури отримання систем СІР задач дифракції на неідеально провідних структурах дано у п’ятій главі 
цієї монографії. Математичні моделі на базі СІР процесів поширення електромагнітних хвиль у хвилеводах із 
перешкодами дано у шостій главі. Методи чисельного розв’язання систем сингулярних інтегральних рівнянь за-
дач, що розглядались у перших п’яти главах, викладені у шостій та сьомій главах цієї монографії. 

У подальшому один з напрямів досліджень був пов’язаний з побудовою математичних моделей взаємодії 
електромагнітних полів з багатошаровими неідеально провідними структурами зокрема при наявності діелект-
ричних шарів між системами відбивачів [99], [100]. 

У роботі [100] розглядались моделі на основі систем інтегральних рівнянь, що мали вигляд:  
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Розв’язання цих систем рівнянь вимагало сумісного розв’язання інтегральних рівнянь різних типів.  
Незважаючи на різницю класів інтегральних рівнянь, що розглядались при побудові більшості розглянутих 

моделей, усі вони мали одну спільну особливість: їх вигляд не залежав від кількості геометрично подібних еле-
ментів у структурі. Наслідком цього є можливість використовувати одну й ту ж комп’ютерну реалізацію цієї 
моделі для чисельного аналізу структур, кількість елементів яких суттєво розрізняється. Це дало можливість 
провести чисельний аналіз розсіювання електромагнітних хвиль на пласких імпедансних структурах, що скла-
дались з великої кількості стрічок, зокрема предфрактальної геометрії [101] – [104]. 

Також одна з переваг методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних опера-
торів полягає в існуванні декількох можливостей зведення розв’язання багатьох задач дифракції з періодичними 
умовами до систем інтегральних рівнянь. Отримані різними шляхами системи інтегральних рівнянь суттєво роз-
різняються за своєю структурою – вони містять рівняння різних типів: першого та другого роду, сингулярні або 
гіперсингулярні. Це дає змогу перевіряти отримані результати та доводити їх валідність. У роботах [105] – [107] 
наводяться результати комп’ютерного моделювання процесів розсіювання електромагнітних хвиль на періодич-
них системах неідеально провідних стрічок, що були проведені за допомогою різних підходів. 

Так у ціх роботах окрім компютерної моделі, що базуєтся на системі інтегральних рівнянь (4) – (6) розгля-
далась модель на основі граничних гіперсингулярних інтегралів другого роду: 
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Модель дифракції E  поляризованих електромагнітних хвиль на періодичній системі резистивних стрічок, 
розташованих над імпедансним екраном, розглядалась у роботі [108]. 

Системи інтегральних рівнянь (4) – (6), (8) – (10), (7) та інші системи, які виникали при побудові математи-
чних моделей процесів у електродинамічних системах, що містять неідеально провідні елементи не належать до 
класів, що розглядались у роботах [21] – [23], [72], [98]. Тому виникла задача розробки алгоритмів числового 
розв’язання цих систем та математичного обґрунтування збіжності наближень до точних розв’язків задач. Цим 
питанням присвячені роботи [109] – [112]. 

 
Висновки та перспективи подальших досліджень. Таким чином, запропонований Ю. В. Ганделем метод 

параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів є потужним засобом отри-
мання математичних моделей електродинамічних процесів у різних структурах. Він дозволяє розглядати як пе-
ріодичні, так і неперіодичні структури, одношарові та багатошарові структури, напівпрозорі та відбиваючі стру-
ктури, відкриті та хвилепроводні структури. У двовимірному випадку він дозволяє створювати моделі електро-
динамічних систем, які містять у своєму складі системи рефлекторів нульової та ненульової товщини. Цей під-
хід можна застосовувати для опису як ідеальнопровідних структур, так і структур, на межі яких виконуються 
узагальнені граничні умови. Також він дозволяє розглядати структури, що мають аксіальну симетрію. 

Цей підхід є узагальненням методу парних суматорних та інтегральних рівнянь, який дозволив отримати 
граничні інтегральні рівняння багатьох класичних задач дифракції, а саме задач дифракції E  поляризованих та 
H  поляризованих хвиль на періодичних системах стрічок та брусів, та циліндрів. Також цей підхід дозволяв 
розглядати неперіодичні структури, що складались зі скінченної кількості стрічок, нескінченних товстих та тон-
ких екранів з обмеженою кількістю щілин та інші. Отримані за допомогою цього методу граничні сингулярні ін-
тегральні рівняння дозволяли застосовувати процедури методу дискретних особливостей для їх чисельного 
розв’язання.  

Аналіз отриманих результатів довів, що алгоритми отримання нових граничних інтегральних рівнянь ба-
зуються на властивостях псевдодиференціальних інтегральних операторів і мають однакову послідовнісь дій 
при виконанні аналітичних перетворень для отримання граничних інтегральних рівнянь задач. Формалізація цих 
алгоритмів призвела до виникнення методу параметричного подання сингулярних та гіперсингулярних інтегра-
льних перетворень. У різні роки за допомогою цього підходу були розроблені наступні моделі: 

– збудження надрозмірних неперіодичних гребінок структур потоком електронів;  
– розподілу поля власних мод у прямокутній хвилеводній каналі с гребінчастими канавками; 
– електродинамічних процесів у пристроях високих енергій, зокрема гіротронів; 
– процесів поширення електромагнітних хвиль в аксіально-симетричних хвилеводах; 
– розсіювання TE   і TM  хвиль на щілинах у прямому круговому циліндрі; 
– дифракції довільної електромагнітної хвилі на довільній поверхні обертання; 
– побудови електродинамічних лінз і відкритих хвилеводів з необхідними фазовими й амплітудними харак-

теристиками в заданих точках простору; 
– розсіювання та дифракції електромагнітних хвиль на періодичних та неперіодичних плоскопаралельних 

системах неідеальнопровідних стрічок;  
– дифракції на системах щілин у товстому шарі, на границі якого задані імпедансні граничні умови; 
 –розсіювання електромагнітних хвиль на гребінках, на усій поверхні яких задані імпедансні граничні умо-

ви. 
В процесі побудови цих моделей були отримані системи граничних інтегральних рівнянь різних типів. 

У різних моделях розглядались сингулярні та гіперсингулярні інтегральні рівняння першого та другого роду, які 
окрім головної особливості містили особливості і інших типів. Особливість структури систем граничних рівнянь 
призвела до необхідності побудови числових методів, які дозволяють сумісно розв’язувати граничні інтегральні 
рівняння різних типів. Для значної кількості систем таких рівнянь були доведені теореми існування та єдності 
розв’язку цих систем і була доведена збіжність наближених розв’язків до точних у відповідних гільбертових 
просторах. 

Можливості методу параметричних подань сингулярних та гіперсингулярних інтегральних операторів не 
вичерпані на цей час. Зокрема властивість незалежності аналітичного подання моделі та комп’ютерної реалізації 
моделі від кількості елементів подібних структур, їх геометричних розмірів і взаємного розташування дозволяє 
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використовувати переваги цього методу при розробці математичних моделей багатошарових структур зі спеціа-
льною геометрією рефлекторів, зокрема побудованими за принципами побудови квазіфрактальних структур. 
Досвід використання цього підходу при створенні математичних моделей деяких задач дифракції та розсіюван-
ня з узагальненими граничними умовами дозволяє зробити припущення про відсутність суттєвих обмежень у 
застосуванні цього підходу до розгляду моделей, що розглядають структури, виготовлені з матеріалів з специфі-
чними електродинамічними властивостями. 
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