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ЕФЕКТИВНЕ ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ДВОВИМІРНИХ ШВИДКООСЦИЛЬОВАНИХ 
ФУНКЦІЙ ЗАГАЛЬНОГО ВИДУ 

Однією з ключових задач у сучасній прикладній математиці, без якої неможливе моделювання та аналіз складних процесів, зокрема в мате-
матичній фізиці, цифровій обробці зображень, є чисельне інтегрування функцій багатьох змінних. Часто аналітичне обчислення багатовимі-
рних інтегралів є неможливим через складність самих функцій або області інтегрування, що зумовлює необхідність застосування ефектив-
них чисельних методів. Основна проблема чисельного інтегрування функцій багатьох змінних полягає в зростанні обчислювальних витрат зі 
збільшенням розмірності області інтегрування – так зване «прокляття розмірності». Це спонукає до пошуку ефективних методів, які дозво-
ляють зберігати баланс між обчислювальною складністю та точністю результатів. Особливий інтерес становлять методи чисельного інтегру-
вання, розроблені з використанням інформаційних операторів, які відновлюють проміжні значення величин за наявним набором відомих 
значень функції багатьох змінних в точках, на лініях, площинах тощо. На основі таких операторів будуються економні схеми інтерполяції 
функцій двох та трьох змінних. Застосування економних схем в чисельному інтегруванні функцій декількох змінних дозволяє з меншою кі-
лькістю даних обчислювати багатовимірні інтеграли із заданою наперед точністю порівняно з класичними методами. Метою даної статті є 
демонстрація використання економних схем інтерполяції для наближеного обчислення подвійних інтегралів, а також двовимірних інтегралів 
від швидкоосцильованих функцій загального виду. 

Ключові слова: математичне моделювання процесів, цифрова обробка зображень, чисельне інтегрування, швидкоосцильовані функ-
ції багатьох змінних, кубатурна формула, інтерполяція функцій. 
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EFFICIENT NUMERICAL INTEGRATION OF TWO-DIMENSIONAL HIGHLY OSCILLATING 
FUNCTIONS OF GENERAL TYPE 

One of the key tasks in modern applied mathematics, without which modeling and analysis of complex processes is impossible, in particular in math-
ematical physics and digital image processing, is the numerical integration of functions of many variables. Often, the analytical calculation of multi-
variable integrals is impossible due to the complexity of the functions themselves or the integration domain, which necessitates the use of effective 
numerical methods. The main problem of numerical integration of functions of many variables is the growth of computational costs with increasing 
dimension of the integration domain - the so-called “curse of dimension”. This leads to the search for efficient methods that allow to maintain a bal-
ance between computational complexity and accuracy of results. Of particular interest are numerical integration methods developed using information 
operators that restore intermediate values of quantities based on a given set of known values of a function of many variables at points, on lines, planes, 
etc. On the basis of such operators, economical schemes for interpolating functions of two and three variables are built. The use of economical 
schemes in the numerical integration of functions of several variables allows to calculate multidimensional integrals with a predetermined accuracy 
with less data compared to classical methods. The purpose of this article is to demonstrate the use of economical interpolation schemes for the ap-
proximate calculation of double integrals, as well as two-dimensional integrals of highly oscillating functions of general type. 

Key words: mathematical modeling of processes, digital image processing, numerical integration, highly oscillating functions of many vari-
ables, cubаture formula, function interpolation. 

Вступ. У сучасній прикладній математиці чисельне інтегрування функцій багатьох змінних є однією з ва-
жливих задач. В математичній фізиці подібні задачі виникають під час моделювання теплопровідності, дифузії, 
розподілу потенціалів, енергій та інших фізичних величин у континуальних середовищах, а в задачах цифрової 
обробки сигналів та зображень обчислення багатовимірних інтегралів виникає при фільтрації, реконструкції си-
гналів, спектральному аналізі, обчисленні кореляційних і статистичних характеристик. Важливо зазначити, що 
при збільшенні розмірності області інтегрування зростає обчислювальна складність, тому актуальним є пошук 
ефективних методів чисельного інтегрування функцій багатьох змінних. Наразі існують методи чисельного ін-
тегрування, в тому числі методи чисельного інтегрування швидкоосцильованих функцій декількох змінних, які 
розроблені з використанням інформаційних операторів, що відновлюють проміжні значення функцій за відоми-
ми значеннями функції в точках, на лініях, площинах тощо. До таких інформаційних операторів ми відносимо 
оператори О. М. Литвина, на основі яких створені економні схеми інтерполяції функцій двох та трьох змінних. 
Застосування економних схем інтерполяції при побудові кубатурних формул наближеного обчислення коефіціє-
нтів Фур’є функцій двох та трьох змінних дозволило робити обчислення з меншою кількістю даних порівняно з 
класичними методами. В даній статті розглядається використання економних схем інтерполяції для наближено-
го обчислення подвійних інтегралів, а також двовимірних інтегралів від швидкоосцильованих функцій загально-
го виду. 

 

Аналіз останніх досліджень. В роботах [1 – 4] можна ознайомитися з оглядом алгоритмів та методів, які 
присвячені чисельному інтегруванню швидкоосцильованих функцій багатьох змінних. Більш детальніше зупи-
нимося на чисельному інтегруванні швидкоосцильованих функцій у випадку, коли інформація про функції зада-
ється значеннями функції на лініях, площинах. До таких методів відносяться кубатурні формули, які будуються 
з використанням різних інформаційних операторів, зокрема операторів О. М. Литвина (операторів інтерлінації, 
інтерфлетації) [5, 6]. Дослідження щодо обчислення 2D  коефіцієнтів Фур’є з використанням операторів ін-
терлінації функцій з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих та лінійних сплайнів було висвітлено в 
роботах [7 – 15]. Обчислення інтегралів від швидкоосцильованих функцій трьох змінних, зокрема 3D  коефіці-
єнтів Фур’є, з використанням інформаційних операторів детально розглянуто в роботах [16 – 20]. В монографі-
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ях [21 – 23] наукові результати узагальнено та викладено з точки зору класифікації кубатурних формул за типом 
завдання інформації про неосцилюючий множник підінтегральної функції. Кубатурні формули будуються з ви-
користанням інформаційних операторів з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих та лінійних сплай-
нів. Важливо зазначити, що в своїй побудові інформаційні оператори використовували сліди функцій на площи-
нах та лініях. Зауважимо, що у випадку, коли інформація про функцію задавалася в точках для обчислення 
2 , 3D D  коефіцієнтів Фур’є використовувалися економні схеми інтерполяції, побудовані на основі операторів 

інтерлінації, інтерфлетації відповідно. 
Наближене обчислення подвійних та потрійних інтегралів від швидкоосцильованих функцій загального ви-

ду розглянуто в статтях [24 – 31]. Метою даної роботи є створення алгоритмів обчислення двовимірного інтег-
ралу від швидкоосцильованих функцій загального виду з використанням економних схем інтерполяції, побудо-
ваних на операторах лінійної сплайн-інтерлінації на класі диференційованих функцій. 

 

Постановка задачі. Для наближеного обчислення інтегралу від функцій двох змінних виду  
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
 

. 

Якщо ввести додаткові оператори 
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

 

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  , 

тоді для операторів-інтерлінантів  , ,Jf x y   ,Og x y  та операторів-інтерполянтів    , , ,Jf x y Og x y  справед-

ливі наступні тотожності: 

 1 2 1 2Jf J J J J f   ,      1 2 1 2 1 2Jf J J J J J J f     ; 

 1 2 1 2Og O O O O g   ,      1 2 1 2 1 2Og O O O O O O g     . 
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На рис. 1 представлено загальний вид сітки, в якій будуть обиратися вузли функцій  ,f x y ,  ,g x y .  
 

 
 

Рис. 1 – Загальний вид сітки в економних схемах лінійної сплайн-інтерполяції  
для чисельного інтегрування функцій двох змінних. 

 
Кубатурна формула наближеного обчислення подвійного інтегралу з використанням економних схем 

інтерполяції. Значно менше уваги в дослідженнях приділено питанню чисельного інтегрування подвійних та 
потрійних інтегралів з використанням інформаційних операторів О. М. Литвина. До таких досліджень можна ві-
днести роботи [32 – 35], де представлено алгоритми побудови кубатурних формул з використанням значень фу-
нкції на лініях, а також розглядалося питання наближеного обчислення потрійного інтегралу у випадку, коли 
інформація про функцію задається на взаємно перпендикулярних площинах, лініях. 

В даному підрозділі представлена кубатурна формула наближеного обчислення подвійного інтегралу, яка 
використовує економні схеми лінійної сплайн-інтерполяції на основі лінійної сплайн-інтерлінації. Оцінки похи-
бки наближення будуть використані в наступних підрозділах при дослідженні точності обчислення подвійних 
інтегралів від швидкоосцильованих функцій загального виду на класі диференційованих функцій. 

Наступна кубатурна формула  

   
1 1

0 0

,Jf x y dxdy                                                                          (2) 

пропонується для наближеного обчислення інтегралу 

   
1 1

0 0

,I f x y dxdy    .                                                                     (3) 

 

Теорема 1. Нехай    2,1, ,f x y Н M M  , тоді 

     
1 1 1 1

2
10 0 0 0

6
( ), ( ) , ,

9

M M
I f x y dxdy Jf x y dxdy   

      



. 

 

Доведення. 
Розглянемо додаткові функції, які будуть використані при доведенні теореми для представлення похибки 

наближення  ,f x y  оператором-інтерлінантом  ,Jf x y  через    1,1 ,f x y : 
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Знайдемо оцінку  ( ), ( )I   : 

 
1 1 1 1

0 0 0 0

( ), ( ) ( , ) ( , )I f x y dxdy Jf x y dxdy           
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1 1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y Jf x y Jf x y dxdy        

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy Jf x y Jf x y dxdy          
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Зауважимо, що 

 
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Отже,  
2 2 2

21 1 1
1 1 1 1 1 2 2 2

1 1 1

2 6
( ), ( ) 2

3 3 3 9 3 9

M M M M
I M M  

   
       

      
  

. 

Теорема 1 доведена. 
 

Економні схеми лінійної сплайн-інтерполяції в наближеному обчисленні подвійних інтегралів від 
швидкоосцильованих функцій загального виду. Наступна кубатурна формула 

   
1 1

2 ( , )

0 0

, ei Og x yJf x y dxdy   
                                                                 (4) 

пропонується для наближеного обчислення інтегралу (1). 
Щоб отримати оцінку похибки наближення інтегралу (1) за формулою (4) на класі диференційованих фун-

кцій, отримаємо спочатку оцінку похибки наближення інтегралу  

 
1 1

( , )

0 0

ei g x yI dxdy                                                                             (5) 

за кубатурною формулою:  

 
1 1

( , )

0 0

ei Og x y dxdy   


.                                                                       (6) 

 

Теорема 2. Нехай    2,1, ,g x y Н M M  , тоді  
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Доведення. Розглянемо додаткові функції, які будуть використані при доведенні теореми для представлення 

похибки наближення  ,g x y  оператором-інтерлінантом  ,Og x y  через    1,1 ,g x y : 
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Знайдемо оцінку   ( ),I    , використовуючи результати теореми 1: 
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 

       

  


  

    

     

    

 
2 1 1 122 1 1

1,0
1

0 0

( , ) ( , )
2

p p s

p p s

x x y

s p
s p x x y

g t y G x t dtdx dy
    

 


 



    




 


 

    

 
2 2 222 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 min , 2 min ,
2 3 3 2 3

M M      
           

   


      

 
2 2 2

2 2 2

62
min 2; min 2; min 4;

9 3 9

M MM M       
                



  
. 

Теорема 2 доведена. 
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Теорема 3. Нехай      2,1, , , ,f x y g x y Н M M  , тоді  

     
1 1 1 1

2 2 ( , ) ( , )

0 0 0 0

( ), ( ) , e , ei g x y i Og x yI f x y dxdy Jf x y dxdy         
    

 
2 2

1 2

66
min 4;

9 9

M MM M
M

    
 
 

 
 

. 

 

Доведення.  

Знайдемо оцінку  2 2( ), ( )I   , використовуючи результати теореми 1 та 2: 

 
1 1 1 1

2 2 ( , ) ( , )

0 0 0 0

( ), ( ) ( , ) e ( , ) ei g x y i Og x yI f x y dxdy Jf x y dxdy         
  

1 1 1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

0 0 0 0 0 0 0 0

( , ) e ( , ) e ( , ) e ( , ) ei gO x y i Og x y i g x y i Og x yf x y dxdy Jf x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy              
   

1 1 1 1
( , ) ( , )

0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei Og x y i Og x yf x y dxdy f x y dxdy      


 

1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )

0 0 0 0

( , ) ( , ) e ( , ) e ei gO x y i g x y i Og x yf x y Jf x y dxdy f x y dxdy         
  

1 1
( , ) ( , )

0 0

( , ) e ei Og x y i Og x yf x y dxdy    


 

1 1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y Jf x y Jf x y dxdy        

 1 1 ( , ) ( , )
2

0 0

g( , ) g( , )
( , ) 2 sin e

2

i g x y Og x yx y O x y
f x y i dxdy

  
    

 1 1 ( , ) ( , )
2

0 0

g( , ) g( , )
( , ) 2 sin e

2

i Og x y Og x yO x y O x y
f x y i dxdy

  
  


 

1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy Jf x y Jf x y dxdy          

1 1 1 1

0 0 0 0

g( , ) g( , ) g( , ) g( , )
2 ( , ) sin ( , ) sin

2 2

x y O x y O x y O x y
f x y dxdy f x y dxdy

    
     


 

 
1 1

1 2 1 2
0 0

( , ) ( , )f x y J J J J f x y dxdy       

   
1 1

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2
0 0

( , ) ( , )J J J J f x y J J J J J J f x y dxdy           

   1 1
1 2 1 2

0 0

( , ) ,
2 min 1;

2

g x y O O O O g x y
M dxdy

   
   

 
   

   1 1
1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

0 0

( , ) ( , )
2 min 1;

2

O O O O g x y O O O O O O g x y
M dxdy

     
  
 
 

 
 

  

 
2 2

1 2

66
min 4;

9 9

M MM M
M

    
 
 

 
 

. 

Теорема 3 доведена. 
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Порівняння кубатурних формул, побудованих з використанням економних схем інтерполяції, з кла-
сичними. Розглянемо наступну кубатурну формулу  

   
1 1

1 2
0 0

,сl J J f x y dxdy                                                                           (7) 

для наближеного обчислення інтегралу (3).  
 

Теорема 4. Нехай    2,1, ,f x y Н M M  , тоді   

     
1 1 1 1

1 2 2
10 0 0 0

2
( ), ( ) , ,

3
cl

M
I f x y dxdy J J f x y dxdy           

. 

 

Доведення.  

Знайдемо оцінку  ( ), ( )I   : 

     
1 1 1 1

1 2
0 0 0 0

( ), ( ) , ,clI f x y dxdy J J f x y dxdy            

1 1

1 1 1 2
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y J f x y J f x y J J f x y dxdy           

1 1 1 1

1 1 1 2
0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y J f x y dxdy J f x y J J f x y dxdy            

 
 

 




 

 

 2 2 2 21 1 11 1 11 1 1 11 1 1 1
1,0 0,1

21
0 00 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
j j jk k k

j

j j jk kk

y y yxx x

k k
j jk kx x y x y y

f y K x d dx dy dx f x K y d dy     
       

  

          
  


   

     

 
      

       

2 2
2 2 2 21 1
1 1 1 1 1 1 2

1

2

3 3 3

M
M M

 
    

     


. 

Теорема 4 доведена. 
 

Використовуючи результати теореми 4, маємо оцінку похибки наближення інтегралу (5) за кубатурною 
формулою 

  1 2

1 1
( , )

0 0

ei O O g x y
сl dxdy   

  .                                                                (8) 

 

Теорема 5. Нехай    2,1, ,g x y Н M M  , тоді  

   1 2

1 1 1 1
( , )( , )

2
20 0 0 0

2
( ), e e min 4;

3
i O O g x yi g x y

cl
M

I dxdy dxdy   
 

      
 

   
  


. 

 

Доведення. 

Знайдемо оцінку   ( ),I    , використовуючи результати теореми 1: 

   1 2

1 1 1 1
( , )( , )

0 0 0 0

( ), e ei O O g x yi g x y
clI dxdy dxdy        

    

1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( , )

0 0 0 0 0 0 0 0

e e e ei O g x y i O g x y i O O g x yi g x y dxdy dxdy dxdy dxdy             
   

 

1 1 1 2

1 1 1 1
( , ) ( , ) ( , )( , )

0 0 0 0

e e e ei O g x y i O g x y i O O g x yi g x y dxdy dxdy         
   

 

 1
1 1 ( , ) ( , )

1 2

0 0

g( , ) g( , )
2 sin e

2

i g x y O g x yx y O x y
i dxdy

  
  


 

 1 1 2
1 1 ( , ) ( , )

1 1 2 2

0 0

g( , ) g( , )
2 sin e

2

i O g x y O O g x yO x y O O x y
i dxdy

  
  

    
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1 1 1 1
1 1 1 2

0 0 0 0

g( , ) g( , ) g( , ) g( , )
2 sin 2 sin

2 2

x y O x y O x y O O x y
dxdy dxdy

    
     

   
 

   1 1 1 1
1 1 1 2

0 0 0 0

, , ( , ) ( , )
2 min 1; 2 min 1;

2 2

g x y O g x y O g x y O O g x y
dxdy dxdy

     
     
   
   

   
   

 

 

 



2 2 2 21 1 11 12 2 2 21 1 1 1
0,1

2
0 0 0 0

2 min ; ( , ) ( , )
2

p p js s

s

p s p s j

yx xy y

p
p s p sx y x y y

dxdy dx g x y G y d dy
  

      

   

 
    
 
       

  


   

     


      

    

 
2 2 2 21 1 11 12 22 21 1 1 1

1,0
1

0 0 0 0

2 min ; ( , ) ( , )
2

p p ps s

p s p p s

x x xy y

s p
p s s px y x x y

dxdy g t y G x t dtdx dy
      

   

 
  
 
 
       

   

    

      

 
      

    

 
 
 

   
2 22 22 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2
2 min , 2 min , min 4;

2 3 2 3 3

M M M        
                

     

 
     


. 

Теорема 5 доведена. 
 

Використовуючи результати теореми 4 та 5, отримаємо оцінку похибки наближення інтегралу (1) за куба-
турною формулою 

    1 2

1 1
( , )2

1 2
0 0

, ei O O g x y
сl J J f x y dxdy   

   .                                                        (9) 

 

Теорема 6. Нехай      2,1, , , ,f x y g x y Н M M  , тоді  

      1 2

1 1 1 1
( , )2 2 ( , )

1 2 2 2
1 20 0 0 0

2 2
( ), ( ) , e , e min 4;

3 3
i O O g x yi g x y

cl
M M

I f x y dxdy J J f x y dxdy M   
 

       
 

   
   

 
. 

 

Доведення. Знайдемо оцінку  2 2( ), ( )clI   : 

    1 2

1 1 1 1
( , )2 2 ( , )

1 2
0 0 0 0

( ), ( ) ( , ) e , ei O O g x yi g x yI f x y dxdy J J f x y dxdy        
    

1 2 1 2

1 1 1 1
( , ) ( , )

1 2
0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei gO O x y i O O g x yf x y dxdy J J f x y dxdy      
      

1 2

1 1 1 1
( , )( , )

0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei O O g x yi g x yf x y dxdy f x y dxdy     
 

 

1 2 1 2

1 1 1 1
( , ) ( , )( , )

1 2
0 0 0 0

( , ) ( , ) e ( , ) e ei gO O x y i O O g x yi g x yf x y J J f x y dxdy f x y dxdy        
      

1 2

1 1 1 1
( , )( , )

1 2 2 2
1 20 0 0 0

2 2
( , ) ( , ) e e min 4;

3 3
i O O g x yi g x y M M

f x y J J f x y dxdy M dxdy M  
        

 
   

    
 

. 

Теорема 6 доведена. 
 

Теорема 7. Нехай 1 2    , тоді для досягнення похибки  2O   кубатурною формулою  2   викори-

стовується не     2 2 42 1 1 O      значень функцій ( , )f х y  та ( , )g х y , як в класичній формулі  2
сl  , а 

          2 2 32 1 1 2 1 1 2 1 1 O               . 
 

Доведення. 
Твердження теореми випливає з безпосереднього підрахунку кількості значень функції ( , )f х y  та ( , )g х y  в 

формулах  2   та  2
сl  . 

Теорема 7 доведена. 
 

Перспективи подальших досліджень. Наступним кроком в дослідженні є проведення тестування кубату-

рних формул  2   та  2
сl   для виявлення їх потенційної спроможності на різних класах функцій. Важливо 

отримати підтвердження теоретичних результатів щодо знаходження оцінок похибок наближення та кількості 
значень, використаних формулами для досягнення заданої точності. 

 



 ISSN 2222-0631 (print) 

 Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Математичне 
100 моделювання в техніці та технологіях, № 2 (9)'2025. 

Висновки. У роботі розглянуто одну з актуальних задач сучасної прикладної математики – чисельне інтег-
рування функцій багатьох змінних. Основною проблемою при обчисленні багатовимірних інтегралів є стрімке 
зростання обчислювальних витрат зі збільшенням кількості змінних. Уникнути проблеми дозволяють економні 
схеми інтерполяції, побудовані на основі інформаційних операторів, запропонованих доктором фізико-
математичних наук, професором О. М. Литвиним. Економні схеми інтерполяції застосовані до наближеного об-
числення подвійних інтегралів. Показано, що такі схеми у чисельному інтегруванні забезпечують суттєве змен-
шення кількості необхідних вузлів для досягнення заданої точності, порівняно з класичними методами з викори-
станням білінійної інтерполяції. Особливу увагу приділено інтегруванню двовимірних швидкоосцильованих 
функцій загального виду. В статті запропоновано нову кубатурну формулу наближеного обчислення подвійних 
інтегралів від швидкоосцильованих функцій загального виду. При побудові кубатурної формули використано 
оператори лінійної сплайн-інтерполяції, побудовані на основі оператора лінійної сплайн-інтерлінації. На класі 
диференційованих функцій отримано оцінку похибки наближеного обчислення подвійного інтегралу від швид-
коосцильованої функції загального виду. Запропонована кубатурна формула має високу точність наближення, є 
ефективною з точки зору використання вхідної інформації для досягнення заданої точності. 
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