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НОВІ ІНФОРМАЦІЙНІ ОПЕРАТОРИ В ЗАДАЧАХ ЧИСЕЛЬНОГО ІНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦІЙ 
ТРЬОХ ЗМІННИХ 

Сучасний етап розвитку багатьох технічних напрямків характеризується швидким впровадженням нових цифрових технологій, алгоритмів, 
методів. Розвиток інформаційних технологій сприяв виникненню нових підходів до отримання, обробки та аналізу інформації. Поява нових 
підходів до отримання вхідної інформації вимагає подальшої розробки нових алгоритмів та створення нових чисельних методів для вирі-
шення необхідних задач. Виникає проблема побудови нових або вдосконалення відомих математичних моделей, а також їх ефективної 
комп’ютерної реалізації. Відповідно до типу моделювання в процесі підготовки інформації широко використовуються, зокрема, методи тео-
рії ймовірностей і математичної статистики, одно та багатовимірної теорії інтерполяції та апроксимації. Поряд із задачами багатовимірної 
інтерполяції при побудові математичних моделей різноманітних процесів широко використовується теорія нових інформаційних операторів. 
До нових інформаційних операторів відносяться оператори, які відновлюють проміжні значення величин за наявним набором відомих зна-
чень функції багатьох змінних на лініях, площинах, тощо. Автором цієї теорії є Лауреат Державної премії України в галузі науки і техніки, 
доктор фізико-математичних наук, професор О. М. Литвин. Теорія нових інформаційних операторів ефективно зарекомендувала себе в бага-
тьох галузях науки, зокрема, при математичному моделюванні соціально-економічних та природничих процесів. Прикладом ефективного 
застосування теорії нових інформаційних операторів, де в залежності від типу завдання інформації вибирається алгоритм, є теорія обчис-
лення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних. 

Ключові слова: нові цифрові технології, алгоритми, методи, чисельне інтегрування функцій багатьох змінних, кубатурна формула, 
інтерлінація функцій. 
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NEW INFORMATION OPERATORS IN PROBLEMS OF NUMERICAL INTEGRATION OF 
FUNCTIONS OF THREE VARIABLES 

Modern development of many technical areas is characterized by the rapid introduction of new digital technologies, algorithms, and methods which 
contribute to the emergence of latest approaches to obtaining, processing and analyzing information. It leads to further creation of new numerical 
methods for solving corresponding issues. Thereupon, there arises a problem of building new or improving known mathematical models, as well as 
their effective computer implementation. Depending on the modeling type the methods of probability theory and mathematical statistics, one- and mul-
tidimensional interpolation and approximation theory are widely used in the process of preparing information. Along with the tasks of multidimen-
sional interpolation, operators that restore intermediate values of quantities from an existing set of known data are widely used in the construction of 
mathematical models of various processes, in particular, when the values of a function of many variables on lines, planes, etc. are known. An example 
of the effective use of the above operators is the theory of calculating integrals of highly oscillating functions of many variables since the algorithm is 
chosen depending on the type of information about the functions. The author of this theory is the Laureate of the State Prize of Ukraine in Science and 
Technology, Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor O.M. Lytvyn. The purpose of this article is to review the results of applying the 
theory of new information operators to the calculation of integrals of fast oscillating functions of many variables, as well as to present a new cubature 
formula for the approximate calculation of double integrals of fast oscillating functions of general type. The cubature formula is effective in terms of 
using the input information to achieve a given accuracy. 

Key words: new digital technologies, algorithms, methods, numerical integration of functions of many variables, cubature formula, interlinea-
tion of functions. 

Вступ. На сучасному етапі розвитку різних технічних напрямків відбувається стрімке впровадження нових 
цифрових технологій, алгоритмів і методів. Інформаційні технології зробили можливим використання нових 
підходів до збору, обробки та аналізу даних. Впровадження нових методів отримання вхідної інформації вима-
гає розробки нових алгоритмів та створення чисельних методів для розв’язання актуальних задач. Це призво-
дить до необхідності створення нових або вдосконалення існуючих математичних моделей та їх ефективної реа-
лізації у комп’ютерних системах. Математичне моделювання відіграє ключову роль у багатьох наукових і тех-
нічних галузях, забезпечуючи інструменти для аналізу та прогнозування складних систем і процесів. Серед різ-
номанітних методів моделювання особливе місце займають методи багатовимірного інтерполювання, які до-
зволяють точно оцінювати значення функцій на основі обмеженого набору даних. Це особливо важливо в умо-
вах, коли прямі вимірювання або експерименти є занадто дорогими чи складними. Багатовимірна теорія ін-
терполяції та апроксимації дозволяє створювати моделі, які адекватно відображають реальні процеси. Досяг-
нення в теорії нових інформаційних операторів відкривають додаткові можливості для удосконалення матема-
тичних моделей, підвищуючи їхню точність та ефективність. Теорія нових інформаційних операторів була роз-
роблена лауреатом Державної премії України в галузі науки і техніки, доктором фізико-математичних наук, 
професором О. М. Литвином. Ці оператори призначені для відновлення проміжних значень функцій багатьох 
змінних на основі відомих значень, розташованих на різних геометричних об’єктах, таких як лінії та площини. 
Застосування теорії нових інформаційних операторів в багатьох наукових областях дало можливість отримати 
значні наукові результати, зокрема в математичному моделюванні соціально-економічних і природничих проце-
сів. Теорія також демонструє свою ефективність в наближеному обчисленні інтегралів від швидкоосцилюючих 
функцій багатьох змінних, де алгоритм обчислення підбирається відповідно до специфіки задачі, від типу за-
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вдання інформації про функцію та забезпечує високу точність і ефективність розрахунків. 
Статтю присвячено пам’яті видатного українського вченого в галузі математичного моделювання та обчис-

лювальних методів Олегу Миколайовичу Литвину. Метою даної статті є огляд результатів застосування теорії 
нових інформаційних операторів до обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних, а 
також представлення нової кубатурної формули наближеного обчислення подвійних інтегралів від швидкоос-
цилюючих функцій загального виду. Кубатурна формула є ефективною з точки зору використання вхідної інфо-
рмації для досягнення заданої точності. 

 
Аналіз останніх досліджень. Перші спроби використати оператори інтерлінації до наближеного обчис-

лення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних були анонсовані в роботах [1 – 2], а в [3] отри-
мані перші оцінки похибки наближеного обчислення коефіцієнтів Фур’є функції двох змінних. Більш вагомі до-
слідження щодо обчислення 2D  коефіцієнтів Фур’є з використанням інтерлінації функцій були зроблені в ро-
ботах [4 – 12]. В цих статтях були представлені дослідження кубатурних формул для наближеного обчислення 
коефіцієнтів Фур’є на різних класах функцій. Кубатурні формули використовували в своїй побудові оператори 
інтерлінанти з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих та лінійних сплайнів. В монографіях [13, 14] 
вперше було викладено вищезазначені дослідження з точки зору нових інформаційних операторів, а саме була 
зроблена класифікація кубатурних формул за типом завдання інформації про неосцилюючий множник підінтег-
ральної функції. Співавторами монографій стали директор Інституту кібернетики імені В. М. Глушкова НАН 
України, генеральний директор Кібернетичного центру НАНУ, академік НАНУ Іван Васильович Сергієнко та 
академік НАНУ Валерій Костянтинович Задiрака. В 2010 році, завдяки гранту від Комісії міжнародного мате-
матичного союзу, результати досліджень в даному напрямку були представлені у Великобританії в місті Кемб-
ридж на конференції «ESF-EMS-ERCOM Conference on Highly Oscillatory Problems From Theory to Applications». 

Наближене обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних (в тому числі на прикла-

ді 3D  коефіцієнтів Фур’є) з використанням нових інформаційних операторів детально представлено в роботах 

[15 – 22]. У цих дослідженнях представлено кубатурні формули з використанням операторів інтерфлетації, ін-
терлінації та інтерполяції з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих та лінійних сплайнів. Такі опера-
тори в своїй побудові використовували сліди функції на взаємно перпендикулярних площинах, лініях та значен-
ня функції в точках. Дослідження про якість побудованих кубатурних формул детально викладено в монографії 
[23]. В 2016 році, дякуючи Грантовому комітету 7-го Європейського конгресу математиків, результати дослі-
джень в даному напрямку були представлені у Німеччині в місті Берлін на 7-му Європейському конгресі мате-
матиків. Отриманий грант «Open Arms Grant of IMU» також дозволив представити застосування нових інформа-

ційних операторів до наближеного обчислення 3D  коефіцієнтів Фур’є в доповіді на Міжнародному математи-

чному конгресі в Бразилії в місті Ріо-де-Жанейро. 
Застосування теорії нових інформаційних операторів до наближеного обчислення подвійних та потрійних 

інтегралів від швидкоосцилюючих функцій загального виду представлено в статтях [24 – 31]. При дослідженні 
питання наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних загального виду 
у випадку різних інформаційних операторів були використані результати робіт [24] та [25], де досліджувались 
тригонометричні інтеграли від функцій двох та трьох змінних. У 2021 році було отримано грант Комісії міжна-
родного математичного союзу для участі з онлайн доповіддю на Восьмому Європейському математичному кон-
гресі в Словенії в місті Порторож, де вже були представлені результати щодо побудови кубатурних формул для 
наближеного обчислення подвійних та потрійних інтегралів від швидкоосцилюючих функцій загального виду. 

Питанню чисельного інтегрування подвійних та потрійних інтегралів з використанням нових інформацій-
них операторів приділено значно менше уваги. До таких досліджень можна віднести роботи [32, 33], де викла-
дено алгоритм побудови кубатурних формул з використанням слідів функції на лініях (в тому числі на оптима-
льно вибраних лініях), а також [34], де розглядалося питання наближеного обчислення потрійного інтегралу у 
випадку, коли інформація про функцію задається на взаємно перпендикулярних площинах. Логічним продов-
женням досліджень в цьому напрямку є наближене обчислення потрійного інтегралу у випадку, коли інформація 
про функцію задається на взаємно перпендикулярних лініях [35]. 

На основі нових інформаційних операторів будуються ефективні (з точки зору кількості використаних зна-
чень функції двох чи трьох змінних) оператори інтерполяції. Використання таких операторів інтерполяції для 

наближеного обчислення 2D   та 3D  коефіцієнтів Фур’є досліджено в монографіях [13, 14, 23]. Однак до на-
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ближеного обчислення подвійних та потрійних інтегралів від швидкоосцилюючих функцій загального виду такі 
алгоритми не були використанні. Таке дослідження є актуальним, в результаті будуть отримані ефективні куба-
турні формули. 

 
Постановка задачі. Для наближеного обчислення інтегралу від функцій двох змінних виду  

1 1
2 (x,y)

0 0

( ) ( , ) ei gI f x y dxdy                                                                    (1) 

дослідити кубатурну формулу з використанням операторів кусково-сталої сплайн-інтерполяції, побудованих на 
операторах кусково-сталої інтерлінації. На класі диференційованих функцій отримати оцінку похибки набли-
ження кубатурною формулою. 

 
Кубатурна формула обчислення інтегралу від функції двох змінних загального виду. Введемо наступ-

ні позначення: 
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2 2 / 2,px p        2 2 / 2,sy s       2
21,p,s    ,  2

2 21/   . 

Розглянемо оператори  

         
1 1

0 0
1 1

, , 1 , 1k k j j
k j

Jf x y f x y h x f x y H y
 

   
 

     
1 1

0 0
1 1

, 1 1k j k j
k j

f x y h x H y
 

 

; 

       
2

1 1

0 0
1 1

, , 1 1k kj j
k j

Jf x y f x y h x H y
 

 
 

 


       
2

1 1

00
1 1

, 1 1j jk k
j k

f x y h x H y
 


 

 


  

     
1 1

0 0
1 1

, 1 1k j k j
k j

f x y h x H y
 


 

; 
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         
2 2

0 0
1 1

, , 2 , 2p p s s
p s

Og x y g x y h x g x y H y
 

   
 

     
2 2

0 0
1 1

, 2 2p s p s
p s

g x y h x H y
 

 

; 

       
2

2 2

0 0
1 1

, , 2 2p s p s
p s

Og x y g x y h x H y
 

 
 

 


       
2

2 2

0 0
1 1

, 2 2p j p s
s p

g x y h x H y
 


 

 


  

     
2 2

0 0
1 1

, 2 2p s p s
p s

g x y h x H y
 


 

. 

Якщо ввести додаткові оператори 

     
1

1 0
1

, , 1 ,k k
k

J f x y f x y h x


 


          
1

2 0
1

, , 1 ;j j
j

J f x y f x y H y


 


 

     
2

1

1 0
1

, , 1 ,k k
k

J f x y f x y h x


 


 


            
2

1

2 0
1

, , 1j j
j

J f x y f x y H y


 


 


  ; 

     
2

1 0
1

, , 2p p
p

O g x y g x y h x


 


,          
2

2 0
1

, , 2s s
s

O g x y g x y H y


 


; 

     
2

2

1 0
1

, , 2p j p
p

O g x y g x y h x


 


 


  ,          
2

2

2 0
1

, , 2p s s
s

O g x y g x y H y


 


 


  , 

тоді для операторів-інтерлінантів  , ,Jf x y   ,Og x y  та операторів-інтерполянтів      , , ,J f x y Og x y , справе-

дливі наступні тотожності: 

 1 2 1 2Jf J J J J f   ,      2 11 2 1 2J f J J J J J J f   ; 

 1 2 1 2Og O O O O g   ,      2 11 2 1 2Og O O O O O O g   . 

Наступна кубатурна формула  

      
1 1

2 (x,y)

0 0

, ei OgJ f x y dxdy     

пропонується для наближеного обчислення інтегралу 

   
1 1

2 (x,y)

0 0

, ei gI f x y dxdy    . 

Розглянемо  2, ,rН M M , 0r    клас дійсних функцій 0r  , визначених на  20, 1G   і таких, що  

       ,0 0,, ,  , , 0,r rf x y M f x y M r          , , , 0r rf x y M r  . 

 

Теорема. Нехай      2,1, , x, y ,f x y g Н M M , тоді  

 22 ( ), ( )I        
1 1 1 1

(x,y) (x,y)

0 0 0 0

, e , ei g i Ogf x y dxdy J f x y dxdy        


2

1

8

16

M M
 




 
2

2

8
min 2;

16

M M
M

 
 
 
 

. 

 

Доведення. Знайдемо оцінку  22 ( ), ( )I   : 
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 22 ( ), ( )I    
1 1 1 1

(x,y) (x,y)

0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei g i Ogf x y dxdy J f x y dxdy        

  
1 1 1 1

(x,y) (x,y)

0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei gO i Ogf x y dxdy J f x y dxdy        

1 1 1 1
(x,y) (x,y)

0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei g i Ogf x y dxdy f x y dxdy        


1 1 1 1

(x,y) (x,y)

0 0 0 0

( , ) e ( , ) ei Og i Ogf x y dxdy f x y dxdy        

 
1 1

(x,y)

0 0

( , ) ( , ) ei gOf x y J f x y dxdy   
1 1

(x,y) (x,y)

0 0

( , ) e ei g i Ogf x y dxdy     


1 1

(x,y) (x,y)

0 0

( , ) e ei Og i Ogf x y dxdy      


1 1

0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y Jf x y J f x y dxdy       

 1 1 (x,y) ( , )
2

0 0

g(x, y) g(x, y)
( , ) 2 sin e

2

i g Og x yO
f x y i dxdy

  
    

  1 1 (x,y) ( , )
2

0 0

g(x, y) g(x, y)
( , ) 2 sin e

2

i Og Og x yO O
f x y i dxdy

  
    


1 1 1 1

0 0 0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy Jf x y J f x y dxdy         

1 1

0 0

g(x, y) g(x, y)
2 ( , ) sin

2

O
f x y dxdy

 
  

1 1

0 0

g(x, y) g(x, y)
2 ( , ) sin

2

O O
f x y dxdy

 
   

1 1

0 0

( , ) ( , )f x y Jf x y dxdy     

    
1 1

2 11 2 1 2 1 2 1 2
0 0

J J J J f J J J J J J f dxdy         

    1 1

0 0

, ,
2 min 1;

2

g x y Og x y
M dxdy

 
   

 
   

     1 1 2 11 2 1 2 1 2 1 2

0 0

2 min 1;
2

O O O O g O O O O O O g
M dxdy

     
    
 

   

   
1 1

0 0

, ,f x y Jf x y dxdy       
1 1

2 11 1 2 2
0 0

J J J f J J J f dxdy      

    1 1

0 0

, ,
2 min 1;

2

g x y Og x y
M dxdy

 
   

 
   
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
   1 1 2 11 1 2 2

0 0

2 min 1;
2

O O O g O O O g
M dxdy

   
  
 
 

   

 

   
1 1

2 21 1

1 1

2 2

1,1

1 1

,

k j

k j
k j

x y
yx

k j x y x y

f d d dxdy   
 

 
 

      
 

   
1 1

2
2 21 1

1 1

2 2

1 1

, ,

k j

k j

x y

k k j
k j x y

dx f x y f x y dy

 

 
 

   





 


 

  

 

   
1 1

2 2 211

1 1

2 2

1 1

, ,

k j

k j

x y

j jk
j k x y

f x y f x y dx dy

 

 
 

    





 


 

  

  
1 1

2 22 2

1 1

2 2

(1,1)

1 1

2 min 1; ,
2

p s

p s
p s

x y
yx

p s x y x y

M g d d dxdy
    

 

 
 

 
    
 

    
 

 

    
1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 min ; , ,
2

p s p s

p s p s

x y x y

p p s
p s p sx y x y

M dxdy dx g x y g x y dy


   

   
   



  




    
  

  

  
  


    



   


1 1
2 2 222

1 1

2 2

1 1

, ,
2

p s

p s

x y

s p s
s p x y

g x y g x y dx dy


 

 
 



  




  





 




  


1 1

2 21 1

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

k j
k j x y

M x x dx y y dy

 

 
 

      
 

 

 

1 1
2

2 21 1

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

j
k j x y

M dx y y dy

 

 
 

    





 


 

 
1 1

2
2 21 1

1 1

2 2

1 1

k j

k j

x y

k

j k x y

M x x dx dy

 

 
 

   





 


 

 

 

 
1 1 1 1

2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 min ,
2

p s p s

p s p s

x y x y

p s
p s p sx y x y

M
M dxdy x x y y dxdy


   

   
   

 
 
    
 
 
 

    
   

 

 


1 1 1 1

2 2 2
2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 min ;
2

p s p s

p s p s

x y x y

s
p s p sx y x y

M dxdy dx y y dy


   

   
   



  




    
  

  

  
  


    




1 1
2 2 222

1 1

2 2

1 12

p s

p s

x y

p
s p x y

x x dx dy


 

 
 



 




  





 




  

 


2 2

2 1 1
1 4 4

M
 

 
2

21
1 1 12

4
M


    

 

    
2 2 222 2 2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 min , 2 min ,
2 4 4 2 4

M M
M M

      
           

   
      
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
2

116

M
 

 2
12

M



  

2 2
2 2

min 2; min 2;
16 2

M M
M M

    
       

    


2

1

8

16

M M





 
2

2

8
min 2;

16

M M
M

 
 
 
 

. 

Теорема доведена. 

В табл. 1 наведено результати обчислень  2 2I I   за допомогою кубатурної формули    2 2
    для 

функцій  

       , sin , , cosf x y x y g x y x y     

при різних   та  . 
 

Таблиця 1 – Обчислення  2 2I I   за допомогою кубатурної формули    2 2
    

 

 
  

 
2   

2Re ,  
2Im  

2Re I ,  
2Im I  

2 2Re ReI   , 

2 2Im ImI    

 

    

2 2  0.3540375916459062 
- 0.33304613008975337 

0.3558050633093754 
-0.3289739994021025 

0.00176747166346924 
0.00407213068765083 

1.0241979338 

4 2  0.3555893919184368` 
 - 0.3291350269882384 

0.3558050633093754 
-0.3289739994021025 

0.00021567139093864 
0.00016102758613584 

0.2560494835 

6 4  0.20660758891345235 
-0.22871334346415143 

0.2067321725608352 
-0.22893074545300268 

0.000124583647382 
0.00021740198885124 

0.2119745408 

10 4  0.20663494102710486 
-0.22900022093506067 

0.2067321725608352 
-0.22893074545300268 

0.000097231533730 
0.000069475482058 

0.07631083471 

10 7  -0.1532312838429917 
0.15179659763083148 

-0.15356616365737322 
0.151662234496899 

0.00033487981438152 
0.00013436313393248 

0.12932521074 

4 10  0.15139020344623452 
-0.12580278614219909 

0.14050614204578676 
-0.1258066079076586 

0.01088406140044776 
0.00000382176545952 

1.13962241728 

6 10  0.14071225700304252 
-0.1254919790979713 

0.14050614204578676 
-0.1258066079076586 

0.0002061149572557 
0.0003146288096873 

0.50649885212 

10 10  0.14083352577051267 
-0.1251188448477139 

0.14050614204578676 
-0.1258066079076586 

0.00032738372472592 
0.0006877630599447 

0.18233958676 

15 10  0.14046349223555732 
-0.12556607218226937 

0.14050614204578676 
-0.1258066079076586 

0.00004264981022944 
0.00024053572538924 

0.0810398163 

 
Перспективи подальших досліджень. В статті розглядається кубатурна формула наближеного обчислен-

ня подвійного інтегралу з використанням оператора кусково-сталої інтерполяції, побудованого на основі куско-
во-сталого оператора інтерлінації. В подальшому планується провести більш детальне тестування запропонова-
ної кубатурної формули для виявлення її потенційної спроможності на різних класах функцій. Наступним кро-
ком в дослідженні є питання побудови та дослідження кубатурної формули з використанням оператора лінійної 
інтерполяції, побудованого на основі лінійного оператора інтерлінації. 

 
Висновки. Статтю присвячено пам’яті видатного українського вченого в галузі математичного моделю-

вання та обчислювальних методів, доктора фізико-математичних наук, професора Олега Миколайовича Литви-
на. Представлений огляд результатів демонструє ефективність застосування теорії нових інформаційних опера-
торів, створеної Олегом Миколайовичем Литвином, в математичному моделюванні систем та процесів, зокрема 
для задач цифрової обробки сигналів та зображень на прикладі використання нових інформаційних операторів в 
чисельному інтегруванні швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних.  

В статті запропоновано нову кубатурну формулу наближеного обчислення подвійних інтегралів від швид-
коосцилюючих функцій загального виду. Кубатурна формула є ефективною з точки зору використання вхідної 
інформації для досягнення заданої точності. На класі диференційованих функцій отримано оцінку похибки на-
ближеного обчислення подвійного інтегралу від швидкоосцилюючої функції загального виду. Кубатурна фор-
мула в своїй побудові використовує оператор інтерполянт, побудований на основі оператора інтерлінанта з до-
поміжними функціями у вигляді кусково-сталих сплайнів. Кубатурна формула має високу точність наближення. 
Проведений розрахунковий експеримент в системі комп’ютерної математики Mathcad підтверджує теоретичні 
результати. 
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