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РОЗСІЮВАННЯ Е-ПОЛЯРИЗОВАНОЇ ЕЛЕКТРОМАГНІТНОЇ ХВИЛІ ОДНІЄЮ ПРОВІДНОЮ 
СТРІЧКОЮ З ІМПЕДАНСОМ 

Проведено детальне дослідження ключової задачі розсіювання плоскої E  поляризованої електромагнітної хвилі електронно-провідною 
стрічкою з імпедансом. У результаті застосування модифікації класичного методу інтегральних рівнянь отримано коректну повно-хвильову 
математичну модель розсіювання у формі особливого інтегрального рівняння першого роду. При дослідженні цього особливого інтеграль-
ного рівняння основна увага приділена двом важливим методам його розв’язку: асимптотичному методу Релея та прямому чисельному ме-
тоду. Як результат застосування першого методу отримуємо розв’язок задачі розсіювання у явному аналітичному вигляді, що суттєво може 
звузити частотний діапазон. Щоб отримати розв’язок задачі розсіювання у всьому діапазоні частот далі застосовується відомий та добре об-
ґрунтований прямий чисельний метод механічних квадратур. Проведено ряд чисельних експериментів розсіювання E  поляризованої хвилі 
однією електронно-провідною стрічкою з імпедансом. Порівняння чисельних розрахунків показало, що в асимптотичній довгохвильовій об-
ласті частот результати добре співпадають. Це дало можливість провести чисельні експерименти в більш широкому діапазоні частот і бути 
певними у їх правильності. 

Ключові слова: математичне моделювання, розсіювання хвилі, метод інтегральних рівнянь, асимптотичний метод Релея, прямий чи-
сельний метод. 
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SCATTERING OF THE E-POLARIZED ELECTROMAGNETIC WAVE BY SOLITUDE CONDUCTIVE 
STRIP WITH IMPEDANCE 

The key problem of scattering  of a plane E  polarized electromagnetic wave by a solitude electrically conductive impedance strip is studied in detail.  
A well-posed full-wave mathematical model of scattering in the form of the first order singular integral equation was obtained by applying a modifica-
tion of a classical method if integral equations. To examine this singular integral equation two basic methods were used. The first one is remarkable 
Lord Rayleigh’s asymptotic method, which delivers an explicit analytical solution in a narrow frequency range. It deals with the long-wave case of the 
plane E  polarized electromagnetic wave scattering problem. The second method is a direct numerical method, dealing with approximate computa-
tion of definite integrals, which gives an approximate solution as well, but in the full-frequency range. A series of numerical experiments on scattering 
a E-polarized electromagnetic wave by impedance strip were carried out and are presented in this paper. Comparing of computation results shows good 
agreement in long-wave case of the plane E  polarized electromagnetic wave scattering problem, which indicates the correctness of numeric compu-
tation in full frequency range as well. 
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Вступ. У сучасній радіоелектроніці використовують багато пристроїв, де у якості одного з основних вузлів 
присутні металеві ґратки [1, 2]. Довгий час теоретичне дослідження розсіювання електромагнітної (ЕМ) хвилі 
ґратками обмежувалось ідеальною провідністю металів, з яких вони виготовлялись, та найпростішими способа-
ми впорядкування її елементів [3 – 6]. 

Сучасний розвиток радіоелектроніки вимагає більш досконалих електронних пристроїв, поліпшення яких 
може бути як за рахунок врахування неідеальної провідності металу, так і за рахунок нових способів впорядку-
вання, які ґрунтуються на законах творення різноманітних ніде не щільних досконалих множинах на сегменті 
[ 1, 1]  зі змінною фрактальною розмірністю [6 – 8]. 

У теоретичному плані врахування неідеальної провідності металу приводить до ускладнення задачі і необ-
хідності розробки нових підходів до побудови коректних математичних моделей розсіювання хвиль просто 
провідними стрічковими ґратками. Так, коли мова йде про розсіювання E  поляризованої хвилі, то у випадку 
ідеально провідної стрічки маємо найпростішу граничну проблему Діріхле для хвильового рівняння, а для випа-
дку неідеальної провідності виникає найскладніша змішана гранична проблема для хвильового рівняння [9, 10]. 

У даній статті проведемо дослідження ключової задачі розсіювання E  поляризованої хвилі однією прові-
дною (не обов’язково ідеально провідною) стрічкою, де основну увагу приділимо двом важливим методам її 
розв’язку. Спершу до загальної коректної математичної моделі розсіювання електронно-провідною стрічкою з 
імпедансом буде застосовано асимптотичний метод Релея [9]. Як результат отримаємо розв’язок задачі розсію-
вання у явному аналітичному вигляді, що суттєво може звузити частотний діапазон. Щоб отримати розв’язок 
задачі розсіювання у всьому діапазоні частот далі застосуємо відомий та добре обґрунтований прямий чисельний 
метод механічних квадратур [4, 11]. 

 
Загальна математична модель розсіювання Е-поляризованої хвилі провідною стрічкою з імпедансом.  
Використовуючи класичний метод інтегрального рівняння, спочатку отримаємо змішане інтегрально-

диференціальне рівняння, а далі відокремимо диференціальну частину від інтегральної та скористаємось мето-
дом малого параметра, як це вперше зроблено у науковій публікації [12]. 

У результаті застосування такої модифікації класичного методу інтегрального рівняння отримаємо корект-
ну математичну модель розсіювання E  поляризованої хвилі електронно-провідною стрічкою з імпедансом. 
Наведемо тут основні моменти зазначеної модифікації для повної інформативності даної статті. Отже, при відо-
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кремленні диференціальної частини від інтегральної у змішаному інтегрально-диференціальному рівнянні 
отримаємо таке рівняння: 
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Тут  ImRe/ iw   є безрозмірним параметром, де w поверхневий імпеданс матеріалу, з якого 

виготовлена стрічка, а   – хвильовий опір середовища навколо стрічки, k  – хвильове число, (1)
0 ( )H z  – функція 

Ганкеля першого роду нульового порядку. У правій частині маємо дві складові напрямного вектора E  поляри-
зованої хвилі, яка набігає на стрічки. Тобто 1 0sinq  , 2 0sinq  , де 0  є кутом, під яким набігає зазначена 

хвиля. 
Очевидно, коли безрозмірний параметр   буде нульовим, що відповідає ідеальній провідності матеріалу 

стрічки, то змішане інтегрально-диференціальне рівняння (1) перестає бути змішаним, бо спрощується до особ-
ливого інтегрального рівняння першого роду: 
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Звідси випливає, що випадок розсіювання ідеально провідною стрічкою E  поляризованої ЕМ хвилі є зна-
чно простішим від більш загального випадку розсіювання просто електронно-провідною стрічкою. Тобто маємо 
дещо змінювати та вдосконалювати класичний метод інтегрального рівняння, щоб отримати коректну матема-
тичну модель розсіювання E  поляризованої хвилі електронно-провідною стрічкою з імпедансом, 0  . 

Введемо функцію  
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тоді (1) запишеться у вигляді звичайного диференціального рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами: 
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Загальний розв’язок (4) має вигляд: 
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де 1 2,C C   довільні константи; 1 2,    корені характеристичного рівняння для (4) 
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Коли знайдемо потрібний розв’язок диференціального рівняння, то це інтегральне перетворення і приведе 
до відповідного особливого інтегрального рівняння першого роду. Отримане вище рівняння (3) з урахуванням 
(4), (5) може розглядатись як нова проміжна загальна (вже одновимірна) математична модель розсіювання 
E  поляризованої хвилі провідною стрічкою з імпедансом. 

Подальше дослідження цієї математичної моделі з метою її спрощення та вдосконалення у випадку двох 
електронно-провідних стрічок з імпедансом, вперше наведеної у статті [12]. Там пропонується знайти потрібний 
розв’язок звичайного диференціального рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами (4), використавши 
степеневий ряд. Припускаючи, що безрозмірний параметр   прямо пропорційний поверхневому імпедансу 

стрічки, є малим та користуючись простим виразом шуканої функції при 0  , за цим методом степеневого ря-

ду знаходиться потрібний розв’язок, який співпадає з (5) при 1 2 0C C  . Так отримаємо коректну математич-

ну модель розсіювання E  поляризованої хвилі електронно-провідною стрічкою з імпедансом у вигляді особ-
ливого інтегрального рівняння першого роду: 
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Воно вже не виявляє принципової відмінності від особливого інтегрального рівняння (2) і забезпечує по-

трібну властивість поведінки шуканої функції  x  , яка визначає поздовжню складову щільності поверх-

невого струму на стрічці. 
Таким чином, маємо досить просту і коректну математичну модель розсіювання плоскої E  поляризованої 

електромагнітної хвилі нескінченно тонкою провідною стрічкою з імпедансом. Як добре відомо з попередніх бі-
льше вікових досліджень, розв’язок задачі розсіювання у явному аналітичному вигляді можна знайти тільки 
асимптотичним методом Релея [9]. Тому і тут доречно спершу розібратись з вузькострічковою моделлю задачі 
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розсіювання плоскої E  поляризованої електромагнітної хвилі нескінченно тонкою електронно-провідною стрі-
чкою з імпедансом. 

 
Вузькострічкова модель розсіювання плоскої електромагнітної хвилі електронно-провідною стріч-

кою. Для перевірки правильності розв’язку задач розсіювання електромагнітних хвиль є важливим отримати йо-
го у явному аналітичному вигляді навіть при певних припущеннях, що звужують частотний діапазон застосу-
вання математичних моделей [7, 8, 12]. Така можливість була реалізована при розробці теорії взаємодії плоскої 
електромагнітної хвилі з ідеально провідною та нескінченно тонкою циліндричною стрічкою [9]. Тому зараз 
приділимо певну увагу розробці асимптотичної моделі взаємодії плоскої електромагнітної хвилі з електронно-
провідною вузькою стрічкою з імпедансом. Основним припущенням при її розробці є те, що довжина хвилі має 
бути великою у порівнянні з шириною стрічки, а основним методом буде класичний метод Релея. Для нашої 
ключової задачі розсіювання вже є правильна математична модель у вигляді інтегрального рівняння першого 
роду із особливістю (6). Щоб мати більш зручну для подальших практичних застосувань математичну модель, 

виконаємо заміну ,x a t x a     . Це приводить до такого особливого інтегрального рівняння першого роду: 
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Введена нова невідома функція    j t t  , а ядро визначає функція Ганкеля першого роду нульового 

порядку. Слід зазначити, що далі буде зручно використати відоме розвинення цієї функції в ряд: 

   
 

2
(1)
0 2

1 1

1 1
ln ln

2 2 2 2!

mm m

m p

u u u
H u

i i i pm

   


 

   
           

  .                                    (8) 

Величина ln 0,5772...C    є постійною Ейлера, 2 /ka a     є безрозмірним частотним параметром, а   

– довжина падаючої плоскої E  поляризованої хвилі. Звідси стає очевидною логарифмічна особливість ядра ін-
тегрального рівняння першого роду (7) за умови збігу внутрішньої змінної із зовнішньою. 

Застосуємо тепер класичний метод Релея, припускаючи, що безрозмірний частотний параметр ka   є до-
статньо малим, щоб можна було обмежитись кількома доданками в рядах, що представляють відомі та невідомі 
величини. Зокрема, використовуючи розгортання в ряд ядра (8) та відомої функції у правій частині (7), прихо-
димо до такого особливого інтегрального рівняння першого роду: 

          1

0 1 0 11
ln ln / 2 1 , 1j x j x x t i dt c iq x x    


             .                           (9) 

Тут величина     1
0 22 1c q      залежить від безрозмірного параметра, пов’язаного з імпедансом, а 

невідомі функції  0j t  та  1j t  визначають головний доданок та головну поправку для вихідної функції мате-

матичної моделі. Це рівняння легко розв’язати та отримати асимптотичний розв’язок інтегрального рівняння (9) 
у явному аналітичному вигляді: 

        1 2
0 1ln / 4 / 1 , 1j x c i iq x x x         .                                       (10) 

Відносна похибка цієї наближеної рівності оцінюється як  2 1ln   , тому, зменшуючи безрозмірний 

частотний параметр 2 /a   , можемо підвищувати її точність до потрібного рівня. Зокрема, це важливо для 
тестування обчислювальних алгоритмів та здійснення контролю над їх роботою при застосуванні прямих чисе-
льних та чисельно-аналітичних методів регуляризації [11 – 13].  

Вираз (10) дозволяє досліджувати залежність вихідної змінної асимптотичної моделі від поверхневого ім-

педансу стрічки. Коли безрозмірний параметр, пов’язаний з імпедансом, є нульовим  0  , то головний дода-

нок вихідної функції обраної математичної моделі стає таким: 

      1 2
0 2 ln / 4 / 1j x i x     , 

що повністю співпадає з відомим класичним виразом [9]. З порівняння цих виразів випливає, що завдяки імпе-
дансу у головному доданку (10) з’явилась залежність від кута 0 , під яким набігає E  поляризована електрома-
гнітна хвиля. Це дозволяє досліджувати також залежність вихідної змінної асимптотичної моделі від кута набі-
гання 0 . 

Щоб суттєво розширити частотний діапазон, надалі до всього діапазону потрібних частот застосуємо добре 
відомий та обґрунтований прямий чисельний метод механічних квадратур [4, 11]. 

 
Метод механічних квадратур для випадку розсіювання Е-поляризованої електромагнітної хвилі про-
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відною стрічкою. Метод механічних квадратур був розроблений львівськими вченими для наближеного 
розв’язання двовимірних задач дифракції [4, 11]. При цьому спочатку використовується метод інтегральних рів-
нянь, а далі до отриманих особливих інтегральних рівнянь застосовують метод механічних квадратур. Загальна 
схема цього прямого чисельного методу полягає у виборі відповідних квадратурних формул для особливих інте-
гралів, квадратурних вузлів та зовнішніх вузлових точок. В результаті отримуємо систему лінійних алгебраїч-
них рівнянь, де шуканими є значення невідомої функції у квадратурних вузлових точках. Нарешті, за вказаними 
значеннями невідомої функції у квадратурних вузлах відновлюють за тією чи іншою апроксимаційною форму-
лою і саму невідому функцію. 

На жаль, у вказаних монографіях [4, 11] розглядались тільки задачі дифракції плоскої електромагнітної 
хвилі двовимірними ідеально провідними екранами, що значно звужує практичне застосування. У даній дослід-
ницькій роботі метод механічних квадратур буде використаний для випадку розсіювання нескінченно тонкою 
провідною стрічкою з імпедансом E  поляризованої електромагнітної хвилі. Отримана вище коректна матема-
тична модель розсіювання подається як особливе інтегральне рівняння першого роду формулою (7). Ядро міс-
тить логарифмічну особливість, тому виділяємо цю особливість у найпростішій формі, використовуючи відоме 
розвинення функції Ганкеля першого роду нульового порядку в ряд (8). Це приводить до такого особливого ін-
тегрального рівняння першого роду: 
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1

21 1

2 exp
ln , 1

1

i q
j t t dt j t R t dt

q

  
   

 


     

  .                                    (11) 

Тут нова невідома функція    j t t  , а правильна частина ядра визначається формулою: 

   (1)
0 ln

2
R u H u u

i

   .                                                                 (12) 

Це особливе інтегральне рівняння повністю готове до застосування методу механічних квадратур. Зазна-
чимо ще раз, що різницева функція, що визначає ядро інтегрального рівняння, має логарифмічну особливість 
при однакових значеннях змінної інтегрування та зовнішньої змінної. Тому шукану невідому функцію слід по-
дати у такому вигляді: 
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t
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t





, 

де нова допоміжна невідома функція  t  вже не містить особливостей і є неперервною у сегменті  1, 1 . Від-

повідно, квадратурну формулу для обчислення інтеграла обираємо з урахуванням зазначеної особливості: 
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 ,                                                                  (13) 

де квадратурні вузли 
2 1

cos
2k
k

n
 

 . 

Цій формулі більше півтора століття, вона запропонована ще Меллером у 1864 році і має найвищу алгебра-
їчну степінь точності. 

Для інтеграла з логарифмом застосовуємо іншу квадратурну формулу, що запропонована в книгах [4, 11] 
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де    cos arccosnT n   є поліномом Чебишева першого роду. Якщо підставимо наведені вище квадратурні 

формули (14) до особливого інтегрального рівняння першого роду (1), враховуючи (13), та вимагаючи виконан-
ня рівнянь на деякій системі точок, отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих 
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Нарешті, візьмемо в якості зовнішніх вузлових точок обрані раніше внутрішні чи квадратурні вузли, тобто 
2 1

cos , 1...
2l l
l

l n
n

  
   , тоді коефіцієнти  в системі (15), записаної для кожного n  як 
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,                                                                                 (16) 

обчислюються за формулами: 
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Структуруємо матрицю системи лінійних алгебраїчних рівнянь A S R  , де S  – матриця, що відповідає 
сингулярній частині ядра, а R  – відповідно її регулярній частині. Тоді маємо такі елементи зазначених вище ма-
триць: 
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У процесі розв’язування цієї системи лінійних алгебраїчних рівнянь знаходимо значення допоміжної функ-

ції у точках квадратурних вузлів ( )k  . Потрібну точність розрахунку можна досягти за рахунок подвоєння кі-

лькості квадратурних вузлів і порівняння відповідних значень допоміжної функції. За значеннями допоміжної 
функції у точках квадратурних вузлів потрібно відновлювати основну шукану функцію. При цьому можна за-
стосовувати різні наближені формули, але тут варто використати наступну формулу: 
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Така залежність використовувалась при проведенні чисельних експериментів в задачах дифракції плоскої 
лінійно поляризованої електромагнітної хвилі двовимірними ідеально провідними екранами [4, 11]. 

Таким чином, маємо аналітичний вираз для вихідної змінної загальної електродинамічної математичної 
моделі, чим завершується розв’язання задачі взаємодії плоскої E  поляризованої електромагнітної хвилі з про-
відною та нескінченно тонкою циліндричною стрічкою з імпедансом. 

Дещо інша схема методу квадратур, за якою можна успішно діяти при проведенні чисельних експериментів 
в задачах розсіювання плоскої електромагнітної хвилі провідною стрічкою, пропонується у монографії [13]. 

 
Чисельні експерименти в задачах розсіювання Е-поляризованої електромагнітної хвилі провідною 

стрічкою. Досліджуються вплив на розв’язки системи алгебраїчних рівнянь (16) параметрів 0, , , n   . На 

рис. 1 наведено розподіл густини струму, де  322 ksi  – асимптотичні значення,  31 3ksi  – розрахункові зна-

чення, за умови, що 

  00.1, 1 , / 20, 32, 0.01i r n r         , 

який демонструє кількісну їх відповідність. В подальшому, на основі аналізу чисельних розрахунків подібних 
(рис. 2, рис. 3), вибиралось 32n  . 

 

  
 

Рис. 1 – Розрахунковий і асимптотичний розподіл густини 
струму при 32n  . 

 

Рис. 2 – Розрахунковий розподіл густини струму при 
8,16, 32n  . 

 
Зміна величини   у бік неасимптотичних значень 1.1   показує узгодженість розподілів із розрахунко-

вої моделі при різній кількості точок колокації (рис. 2, рис. 3), але відрізняються від асимптотичних (рис. 4). 
Вплив кута падіння електромагнітної хвилі (несиметричний розподіл густини струму при неортогонально-

му падінні) на стрічку в зоні неасимптотичних значень 1;1.5; 5   та різних імпедансних даних на розподіл гус-

тини струму, наведений на рис. 5, рис. 6, рис. 8.. При неасимптотичних значеннях величини   в розрахунковій 
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моделі маємо значне відхилення в розподілі густини струму (рис. 5, рис. 6) в порівнянні з даними із асимптотич-
ної області (рис. 7) при 0.01; 0.1; 0.5  . 

 

  
 

Рис. 3 – Розрахунковий розподіл густини струму при  
8, 16, 32n   (ортогональне падіння хвилі). 

 

Рис. 4 – Розрахунковий і асимптотичний розподіл густини 
струму при 16n  . 

 

  
 

Рис. 5 – Розрахунковий розподіл густини струму при 

0 / 2, 0.01, 1;1.5; 5r     . 

 

Рис. 6 – Розрахунковий розподіл густини струму при  

0 / 3, 0.5, 1;1.5; 5r     . 

 

  
 

Рис. 7 – Розрахунковий розподіл густини струму при 

0 / 4, 0.5, 0.01; 0.1; 0.5r     . 

 

Рис. 8 – Розрахунковий розподіл густини струму при 

0 / 4, 0.5, 1;1.5; 5r     . 
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На рис. 9, рис. 10 показано вплив величини імпедансу на розрахунковий розподіл густини струму в асимп-

тотичні області значень параметра   і за її межами. Відмітимо несиметричність розподілу при такому куті па-

діння електромагнітної хвилі та зменшення величини густини струму із збільшенням імпедансу. 

 

  
 

Рис. 9 – Розрахунковий розподіл густини струму при 

0 / 6, 1, 0.01; 0.1; 0.5r     . 

 

Рис. 10 – Розрахунковий розподіл густини струму при 

0 / 6, 1, 1;1.5; 5r     . 

 
Деякий портретний аналіз особливостей застосованого чисельного методу. Наведені нижче графіки 

(рис. 11) значень складових (сингулярної та регулярної) матриці алгебраїчної системи рівнянь показують струк-

турно перевагу діагональних елементів, що забезпечує якісну побудову її розв’язку. 

 

   
A  S  R  

 

Рис. 11 – Значення елементів матриць ядро СІР ( A ), сингулярна складова ( S ), регулярна складова ( R ). 
 
Висновки. В даній статті проведено детальне дослідження ключової задачі розсіювання плоскої E  поля-

ризованої електромагнітної хвилі електронно-провідною стрічкою з імпедансом. У результаті застосування мо-

дифікації класичного методу інтегральних рівнянь отримано коректну повнохвильову математичну модель роз-

сіювання у формі особливого інтегрального рівняння першого роду. При дослідженні цього особливого інтегра-

льного рівняння основна увага приділена двом важливим методам його розв’язку: асимптотичному методу Ре-

лея та прямому чисельному методу механічних квадратур. Як результат застосування першого методу отримає-

мо розв’язок задачі розсіювання у явному аналітичному вигляді, що суттєво може звузити частотний діапазон. 

Щоб отримати розв’язок задачі розсіювання у всьому діапазоні частот, далі застосовується відомий та добре об-

ґрунтований прямий чисельний метод механічних квадратур. Проведено ряд чисельних експериментів розсію-

вання E  поляризованої хвилі однією електронно-провідною стрічкою з імпедансом. Порівняння чисельних ро-
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зрахунків показало, що в асимптотичній довгохвильовій області частот вони добре співпадають. Це дало мож-

ливість провести чисельні експерименти в більш широкому діапазоні частот і бути певними у їх правильності. 

Подальше дослідження можливе в напрямі пошуку аналітичних асимптотичних розв’язків для задач прос-

торової дифракції на мета матеріалах із [14 – 15], використовуючи їх для тестування чисельних методів. 
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