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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДИНАМІЧНИХ ПРОЦЕСІВ У P-I-N-ДІОДІ МЕТОДАМИ 
ТЕОРІЇ ЗБУРЕНЬ 

Робота присвячена розробці математичної моделі динамічного процесу формування електронно-діркової плазми активної області ( i  облас-
ті) напівпровідникового p i n   діода у режимі прямого включення із поданням на діод гармонічного сигналу. Основою моделі є неліній-

на нестаціонарна сингулярно збурена крайова задача для системи рівнянь неперервності електронно-діркових струмів та рівняння Пуассона. 
Алгоритм пошуку розподілів концентрації носіїв заряду у плазмі та потенціалу будується на основі асимптотичного методу примежових по-
правок та методу Фур’є. У ході виконання досліджень запропоновано методику проведення декомпозиції нелінійної задачі, що грунтується 
на розвитку методів теорії збурень. Вихідна нелінійна задача приводиться до рекурентної послідовності лінійних стаціонарних крайових за-
дач, які розв’язуються класичними і частково оригінальними аналітико-числовими методами. Виділення примежових поправок у розв’язку 
задачі забезпечує, зокрема, на відміну від класичного наближення амбіполярної дифузії, адекватний опис поведінки напруженості електрич-
ного поля в активній області p i n   діодів. Отримані результати досліджень надають можливість висвітлити особливості формування ім-

педансних характеристик p i n   структур. Результати роботи глибше розкривають природу фізичних процесів у досліджуваній технічній 

системі та спрямовані на удосконалення методики моделювання і проектування відповідних керуючих пристроїв напівпровідникової елект-
роніки. 

Ключові слова: метод збурень, сингулярно збурена нестаціонарна крайова задача, асимптотичний ряд, примежова функція, напівпро-
відниковий p i n   діод, електронно-діркова плазма. 

А. Я. БОМБА, И. П. МОРОЗ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ В P-I-N-ДИОДЕ 
МЕТОДАМИ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ 

Работа посвящена разработке математической модели динамического процесса формирования электронно-дырочной плазмы в активной об-
ласти ( i  области) полупроводникового p i n   диода в режиме прямого смещения с подачей на диод гармонического сигнала. Основой 

модели является нелинейная нестационарная сингулярно возмущенная краевая задача для системы уравнений непрерывности электронно-
дырочных токов и уравнения Пуассона. Алгоритм поиска распределений концентрации носителей заряда в плазме и потенциала строится на 
основе асимптотического метода пограничных функций и метода Фурье. В ходе выполнения исследований предложена методика проведе-
ния декомпозиции нелинейной задачи, которая основывается на развитии методов теории возмущений. Исходная нелинейная задача приво-
дится к рекуррентной последовательности линейных стационарных краевых задач, решаемых классическими и частично оригинальными 
аналитико-числовыми методами. Выделение приграничных поправок в решении задачи обеспечивает, в частности, в отличие от классиче-
ского приближения амбиполярной диффузии, адекватное описание поведения напряженности электрического поля в активной области 
p i n   диодов. Полученные результаты исследований позволяют выявить особенности формирования импедансных характеристик 

p i n   структур. Результаты работы глубже раскрывают природу физических процессов в исследуемой технической системе и направле-

ны на усовершенствование методики моделирования и проектирования соответствующих управляющих полупроводниковых устройств. 
Ключевые слова: метод возмущений, сингулярно возмущённая нестационарная краевая задача, асимптотический ряд, пограничная 

функция, полупроводниковый p i n   диод, электронно-дырочная плазма. 

A. Ya. BOMBA, I. P. MOROZ
SIMULATION OF DYNAMIC PROCESSES IN A P-I-N DIODE BY THE METHODS OF 
PERTURBATION THEORY

In the paper a mathematical model of the dynamic process of the electron-hole plasma formation in the active region ( i  region) of a semiconductor 
p i n   diode in the direct bias mode with a harmonic signal fed on the diode is developed. The basis of the model is a nonlinear nonstationary sin-

gularly perturbed boundary value problem for a system of continuity equations of electron-hole currents and Poisson's equation. The algorithm for 
searching the charge carrier concentration distributions and the potential distribution is based on the asymptotic method of boundary functions and the 
Fourier method. In the course of the research, a technique for decomposing a nonlinear problem based on the development of perturbation theory me-
thods was proposed. The initial nonlinear problem is reduced to a recurrent sequence of linear stationary boundary value problems, solved by classical 
and partially original analytical-numerical methods. The identification of the boundary functions in the solution of the problem provides, in particular, 
in contrast to the classical approximation of ambipolar diffusion, an adequate description of the electric field strength behavior in the active region of 
p i n   diodes. The obtained research results shed light on the peculiarities of the formation of the impedance characteristics of p i n   struc-

tures. The results of the work reveal more deeply the nature of the physical processes in the studied technical system and are aimed at improving the 
methodology for modeling and designing control semiconductor devices. 

Key words: perturbation method, singularly perturbed nonstationary boundary value problem, asymptotic series, boundary function, semicon-
ductor p i n   diode, electron-hole plasma. 

Вступ і загальна постановка задачі. В основу принципу роботи напівпровідникового p i n   діода по-

кладено можливість управління провідністю електронно-діркової плазми, яка формується в активній області 
( i  області) діода. Для дослідження електропровідних характеристик i  області p i n   діодів широко вико-

ристовується дифузійно-дрейфова модель [1 – 4], яку формують рівняння неперервності електронного та дірко-

вого струмів та рівняння Пуассона з відповідними граничними умовами. Для одновимірного випадку (   :x 
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0 x w  ), доцільність розгляду якого обумовлена особливостями геометричної будови пристрою, постановка 

модельної задачі має наступний вигляд: 
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В (1) використано позначення:  ,E x t ,  ,n x t ,  ,p x t  – шукані функції напруженості електричного поля, 

розподілів концентрацій електронів і дірок в активній області p i n   діода відповідно (використовується но-
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p  – характерні часи рекомбінації носіїв заряду в об’ємі активної області (у 

даній математичній моделі є сталими, які залежать, як і коефіцієнти дифузії, від обраного матеріалу напівпровід-
ника);  dN x  – профіль легування. 

На межах активної області під дією струму прямого зміщення J  ( J  – густина струму), прикладеної різни-

ці потенціалів U  та нестаціонарного сигналу (змінюється за гармонічним законом:  ~ j t
mJ t J e  , 

 ~ j t
mU t U e  , де mJ , mU  – амплітуди коливань відповідно струму і напруги,   – кругова частота коливань, 

2 1j   ) відбувається інжекція носіїв заряду в активну область [1, 2]. При цьому потоки носіїв заряду мають 

дифузійні та рекомбінаційні компоненти. Відповідно, використовуємо граничні умови наступного виду: 
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де n , n  – коефіцієнти рекомбінації носіїв заряду на інжекційних контактах.  

Розглядається процес на великих проміжках часу ( t    ) без початкових умов.  

У літературних джерелах зустрічаються постановки задач, аналогічні до (1) – (3) (наприклад, [2]). Зазвичай 
у процесі аналізу таких задач з системи рівнянь вилучають нелінійні члени (наближення амбіполярної дифузії). 
Внаслідок цього втрачається частина інформації про властивості досліджуваної системи. У постановці (1) – (3) 
задача є сингулярно збуреною, і це є підставою для застосування методів теорії збурень для її розв’язання [5 – 
12]. Зазначимо також, що раніше виконувались дослідження математичних моделей подібних технічних систем, 
зокрема p n  діодів [11], які відрізняються від (1) – (3) постановками задач. 

 
Мета дослідження полягає у аналізі моделі нестаціонарного процесу формування електронно-діркової пла-

зми в активній області p i n   діодів під дією гармонічного сигналу методами теорії збурень, а також у вияв-

ленні основних складових цього процесу. 
 
Схема декомпозиції розв’язку. Розв’язок задачі (1) – (3) зручно шукати у наступному вигляді:  
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Після підстановки (4) в (1) – (3) отримуємо задачу для пошуку стаціонарних компонент розв’язків (при 
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та задачу для пошуку компонент розв’язку, що відповідають основній коливальній гармоніці (слабкий ефект, як 
показують експериментальні дані [2], породжений другою та вищими гармоніками, у досліджуваній системі ро-
зглядатись не буде): 
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Сингулярно збурені задачі (5) – (6) та (7) – (8) пропонуємо розв’язувати методом примежових поправок [8]. 
Системи рівнянь (5), (7) (аналогічно до [8]) подамо у наступному вигляді: 
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p p pA A j B  . 

За аналогією із [5 – 8] розв’язки задач (5) – (6) та (7) – (8) пропонуємо шукати у наступному вигляді: 
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де  lN x ,  lP x ,  lE x  – регулярні компоненти розв’язків;  lN  ,  lP  ,  lE  ,  lN  ,  lP  ,  lE   – 
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Підстановка (11) у (9), (10) та виділення регулярних складових рівнянь і примежових поправок способом, 
аналогічним викладеному у [13], дозволяє переписати системи рівнянь (9), (10) так, що, зокрема, рівняння Пуас-
сона для стаціонарних і нестаціонарних компонент набувають вигляду: 

      
            2 ,

ll l
l lEl l ll l

d E x E E
F P x P P N x N N

dx

 
    

 
     


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     El E E ll
F x F F    ,  0, 1l  ,                                                        (12.1) 

де  

          ,El El l l lF x F P x N x P x N x   ; 

                   , ,E El l l El l ll ll ll
F F P P N N F P N P N              , 

                   1 , 1 1 , 1l ll lE El l l El l llF F P P N N F P N P N                  . 

Відповідно, рівняння неперервності стаціонарного струму електронів має наступну структуру: 

      
      

2
00 0

00 02 n

d N x N N
A N x N N

dx

 
 

 
     

                  0 000 0 0 00 00 , nn n nF N x N N E x E E F x F F              ,               (12.2) 

де  

           0 0 0 0 0 0,n n
d

F x F N x E x N x E x
dx

    ; 

               0 0 0 0 0 0000
, ,n n nF F N N E E F N E             

               0 0 0 000
1 1d d

N N E E N E
d d

     
   

        

            0 0 0 00 0
1 d

N E N E N E
d

     
 

    ; 

               000 0 0 0 0 00 1 , 1 1 , 1n n nF F N N E E F N E                 

               000 0 0 0
1 1

1 1 1 1
d d

N N E E N E
d d

     
  

           

            0 00 00 0
1

1 1
d

N E N E N E
d

     
 

     . 

Аналогічно до (12.2) подаємо рівняння неперервності стаціонарного струму дірок: 

      
      

2
00 0

00 02 p

d P x P P
A P x P P

dx

 
 

 
     

                  0 0 00 0 0 00 0 0, pp p pF P x P P E x E E F x F F              ,                   (12.3) 

де  

           0 0 0 0 0 0,p p
d

F x F P x E x P x E x
dx

   ; 

               0 0 0 0 0 00 0 0, ,p ppF F P P E E F P E             

               0 0 0 00 0
1 1d d

P P E E P E
d d

     
   

       

            0 00 0 0 0
1 d

P E P E P E
d

     
 

   ; 

               0 0 00 0 0 0 0 01 , 1 1 , 1p p pF F P P E E F P E                 

               0 00 0 0 0
1 1

1 1 1 1
d d

P P E E P E
d d

     
  

           

            0 0 0 00 0
1

1 1
d

P E P E P E
d

     
 

      . 

Рівняння неперервності змінного струму електронів і дірок записуємо у наступному вигляді: 

      
      

2
11 1 *

11 12 n

d N x N N
A N x N N

dx

 
 

 
     
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                        0 10 11 0 0 1 10 10 1, , ,nF N x N N E x E E N x N N E x E E                   

     11 1 nn nF x F F    ,                                                                 (12.4) 

де  

                    1 1 0 0 1 1 0 1 1 0, , ,n n
d d

F x F N x E x N x E x N x E x N x E x
dx dx

      , 

                  1 0 0 1 11 0 10 1, , ,nnF F N N E E N N E E              

        0 0 0 1 1, , ,nF N E N E       

               0 1 0 110
1 1d d

N N E E N E
d d

     
   

        

               1 0 1 001
1 1d d

N N E E N E
d d

     
   

       

            1 0 1 10 0
1 d

N E N E N E
d

     
 

      

            0 1 0 01 1
1 d

N E N E N E
d

     
 

   , 

                  1 0 10 11 0 0 1 11 , 1 , 1 , 1n nF F N N E E N N E E                    

        1 0 0 1 11 , 1 , 1 , 1nF N E N E           

               100 1 0 1
1 1

1 1 1 1
d d

N N E E N E
d d

     
  

           

               011 0 1 0
1 1

1 1 1 1
d d

N N E E N E
d d

     
  

           

            1 10 01 0
1

1 1
d

N E N E N E
d

     
 

       

            0 01 10 1
1

1 1
d

N E N E N E
d

     
 

     ; 

      
      

2
11 1 *

11 12 p

d P x P P
A P x P P

dx

 
 

 
     

                        0 0 1 10 0 0 1 10 0 1 1, , ,pF P x P P E x E E P x P P E x E E                   

     11 1 pp pF x F F    ,                                                                (12.5) 

де  

                    1 1 0 0 1 1 0 1 1 0, , ,p p
d d

F x F P x E x P x E x P x E x P x E x
dx dx

     ; 

                  1 0 0 1 11 0 0 1 1, , ,ppF F P P E E P P E E              

        0 0 0 1 1, , ,pF P E P E       

               0 1 0 10 1
1 1d d

P P E E P E
d d

     
   

       

               1 0 1 01 0
1 1d d

P P E E P E
d d

     
   

       
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d

     
 

     

            0 11 0 1 0
1 d

P E P E P E
d
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 

   ; 
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                  1 0 0 1 11 0 0 1 11 , 1 , 1 , 1p pF F P P E E P P E E                    

        1 0 0 1 11 , 1 , 1 , 1pF P E P E           
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d
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d
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 
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Невідомі  lN x ,  lP x ,  lE x ,  lN  ,  lP  ,  lE  ,  lN  ,  lP  ,  lE   пропонуємо шукати у ви-

гляді асимптотичних рядів: 
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де  ( ) ,lE mR x  ,  ln( ) ,mR x  ,  ( ) ,lp mR x   – залишкові члени. 
 

Виконаємо підстановку (13) у (12.1 – 12.5) та відповідні граничні умови з наступним розкладом отриманих 

рівнянь за степенями малого параметра  . Аналогічний алгоритм перетворень застосовуємо до граничних умов 

(6), (8). В результаті прирівнювання членів рівняння з однаковими степенями малого параметра отримаємо на-
ступну послідовність задач для визначення головних членів асимптотики: 
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Крайові задачі (14.1) – (14.6) утворюють рекурентну послідовність для визначення розподілів концентрації 
носіїв заряду та напруженості електричного поля в активній області p i n   діода у вигляді асимптотичних 

рядів (13). Аналогічну форму мають постановки задач для пошуку 1-го і наступних членів асимптотики. У ре-
зультаті приходимо до розщеплення вихідної задачі, що забезпечує можливість проведення розпаралелювання 
обчислювального процесу. 

 
Аналіз результатів. Аналіз отриманої послідовності задач показує, що природу процесів в i  області 
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p i n   діода в основному описують головні члени асимптотики (як і в [9, 14]). Причому регулярні складові 

відображають поведінку дифузійно-дрейфових потоків носіїв заряду в об’ємі i  області структури, їх рекомбі-
націю та формування електронно-діркової плазми, а примежові поправки – формування області просторового 
заряду в зонах p i   та i n  контактів, які, фактично, визначають розподіл електростатичного поля в актив-

ній області p i n   діодів та поверхневі рекомбінаційні процеси. 

Розв’язки задач (14.1) – (14.6), як показано у роботі [14], можна знайти в аналітичному вигляді у випадку, 
коли спостерігається низький рівень інжекції. Відповідні співвідношення мають наступний вигляд: 
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20E   – стала, яка має зміст напруженості силового поля в об’ємі активної області і визначається з умови: 
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Відмітимо, що постановка задачі (14.1) та її розв’язок повністю співпадають з відповідними даними моделі 
амбіполярної дифузії [1, 2]. Результати розв’язання задач (14.1) – (14.3), які детально викладені у [14], підтвер-
джуються даними якісного аналізу досліджуваної технічної системи та даними експериментальних досліджень 
[15]. 

Задача (14.4), що описує поведінку амплітуд коливань концентрацій носіїв заряду і напруженості електро-

статичного поля, такого ж типу, як і (14.1). Відмінність полягає у тому, що коефіцієнти рівняння * *,n pA A  – ком-

плексні. Відповідно, шукана функція буде також визначена на множині комплексних чисел: 
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Відмітимо, що фізичний зміст процесу (традиційний), зокрема, наявність просторових осциляцій у струк-
турі розв’язку (що обумовлено інерційними процесами у електронно-дірковій плазмі) забезпечується дійсною 
складовою отриманого розв’язку. Характер осциляцій залежить від параметрів прикладеного гармонічного сиг-
налу (частоти коливань, амплітудами прикладених струму і напруги). За низькочастотного гармонічного сигна-
лу 

* *

1 1
,

n p


 

  

просторові осциляції плазми незначні. 
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Процедура розв’язання задачі (14.5) (аналогічно (14.6)) у режимі низького рівня інжекції приводить до роз-
гляду крайової задачі для звичайного диференціального рівняння другого порядку з змінними коефіцієнтами на-
ступного виду:  
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структура якої вказує на осцилюючий у просторі характер її розв’язку.  
 

Висновки. У результаті виконаних досліджень запропоновано методику проведення декомпозиції неліній-
ної задачі формування електронно-діркової плазми, що ґрунтується на розвитку методів теорії збурень. Вихідна 
нелінійна нестаціонарна сингулярно збурена крайова задача для системи рівнянь неперервності електронного і 
діркового струмів та рівняння Пуассона приводиться до рекурентної послідовності лінійних стаціонарних кра-
йових задач, які розв’язуються аналітико-числовими методами. Виділення примежових поправок у розв’язку за-
дачі забезпечує, зокрема, на відміну від класичного наближення амбіполярної дифузії, більш адекватний опис 
поведінки напруженості електричного поля в активній області p i n   діодів. Отримані результати досліджень 

проливають світло на особливості формування імпедансних характеристик p i n   структур, глибше розкри-

вають природу фізичних процесів у досліджуваній технічній системі та спрямовані на подальше удосконалення 
методики моделювання та проектування відповідних керуючих пристроїв напівпровідникової електроніки. 
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