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МОДЕЛЮВАННЯ ТЕРТЯ В ШАРНІРНИХ ОПОРАХ 
ПРИ НЕСТАЦІОНАРНИХ КОЛИВАННЯХ БАЛКИ ТИМОШЕНКО 

Сучасна наука і техніка під час досліджень і виконання технологічних процесів часто вимагає зниження коливань для кращої роботи чутли-
вого обладнання і точних приладів. У даній роботі представлено дослідження з демпфування коливань балки, викликаних дією динамічного 
навантаження. Рух ізотропної пружної балки описується з використанням моделі С. П. Тимошенко. Балка закріплена по краях за допомогою 
шарнірно-нерухомих опор. Для демпфування коливань використовують демпфувальні моменти, які розташовані і діють у точках закріплен-
ня балки. Під час руху балки в шарнірах виникає момент тертя з лінійним в’язким демпфуванням, що пропорційний коефіцієнту демпфу-
вання та кутовій швидкості балки в шарнірі. Для оцінки демпфування коливань розглянуто розв’язання прямої задачі з моделювання руху 
балки С. П. Тимошенко за нульових початкових умов. Для розв’язання задачі моделювання руху балки використовується система диферен-
ціальних рівнянь згідно з моделлю С. П. Тимошенко. Шукані функції задаються у вигляді рядів Фур’є. Використовується інтегральне пере-
творення Лапласа. Особливістю розв’язування прямої задачі є те, що на цьому етапі нам не відомі моменти тертя в шарнірах і вони підляга-
ють визначенню за допомогою розв’язування відповідної оберненої задачі із залученням теорії інтегральних рівнянь Вольтерра. Отримано 
аналітичний і чисельний розв’язок практичної задачі. Чисельні результати у вигляді графіків переміщень точок балки і моментів тертя 
отримано для різних коефіцієнтів демпфування. Проведено порівняльну оцінку зниження коливань для різних параметрів демпфування. Ре-
зультати досліджень добре зіставляються з результатами інших авторів. 

Ключові слова: балка Тимошенка, нестаціонарні коливання, інтегральні рівняння Вольтерра, ряди Фур’є, інтегральне перетворення 
Лапласа, інтеграли Дюамеля. 

А. В. ВОРОПАЙ, П. А. ЕГОРОВ, С. И. ПОВАЛЯЕВ, А. С. ШАРАПАТА 
МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕНИЯ В ШАРНИРНЫХ ОПОРАХ 
ПРИ НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОЛЕБАНИЯХ БАЛКИ ТИМОШЕНКО 

Современная наука и техника при исследованиях и выполнении технологических процессов часто требует подавления или снижения коле-
баний для лучшей работы чувствительного оборудования и точных приборов. В данной работе представлено исследование по демпфирова-
нию колебаний балки, вызванных действием динамической нагрузки. Движение изотропной упругой балки описывается с использованием 
модели С. П. Тимошенко. Балка закреплена по краям при помощи шарнирно-неподвижных опор. Для демпфирования колебаний использу-
ются демпфирующие моменты, которые расположены и действуют в точках закрепления балки. При движении балки в шарнирах возникает 
момент трения с линейным вязким демпфированием, который пропорционален коэффициенту демпфирования и угловой скорости балки в 
шарнире. Для оценки демпфирования колебаний рассмотрено решение прямой задачи по моделированию движения балки С. П. Тимошенко 
при нулевых начальных условиях. Для решения задачи о моделировании движения балки используется система дифференциальных уравне-
ний согласно модели С. П. Тимошенко. Искомые функции задаются в виде рядов Фурье. Используется интегральное преобразование Лапла-
са. Особенностью решения прямой задачи является то, что на этапе её решения нам не известны моменты трения в шарнирах и они подле-
жат определению при помощи решения соответствующей обратной задачи с привлечением теории интегральных уравнений Вольтерра. По-
лучено аналитическое и численное решение практической задачи. Численные результаты в виде графиков перемещений точек балки и мо-
ментов трения получены для разных коэффициентов демпфирования. Проведена сравнительная оценка снижения колебаний для разных па-
раметров демпфирования. Результаты исследований хорошо сопоставляются с результатами других авторов. 

Ключевые слова: балка Тимошенко, нестационарные колебания, интегральные уравнения Вольтерра, ряды Фурье, интегральное пре-
образование Лапласа, интегралы Дюамеля. 

A. V. VOROPAY, S. I. POVALIAIEV, P. A. YEGOROV, A. S. SHARAPATA 
SIMULATION OF FRICTION IN HINGED SUPPORTS 
DURING NON-STATIONARY VIBRATIONS OF A TIMOSHENKO BEAM 

When carrying out research and technological processes in modern science and technology, the suppression or reduction of vibrations is often required 
for better operation of sensitive equipment and precision instruments. This paper presents a study on the damping of vibrations of a beam caused by 
the action of a dynamic load. The motion of an isotropic elastic beam is described using the model of S. P. Timoshenko. The beam has hinged supports 
at the edges. Damping moments located and acting at the anchoring points of the beam are used to damp the vibrations. As the beam moves in the 
hinges, a frictional moment with linear viscous damping occurs, which is proportional to the damping coefficient and the angular velocity of the beam 
in the hinge. In order to estimate the vibration damping, the solution of the direct problem of modeling the motion of the Timoshenko beam at zero ini-
tial conditions is considered. The beam motion is modeled by a system of differential equations according to the model of S. P. Timoshenko. The re-
quired functions are set in the form of Fourier series. Laplace integral transformation is used. The peculiarity of solution of a direct problem is that at 
this stage the friction moments in joints are unknown and are defined by solving corresponding inverse problem using Volterra integral equation the-
ory. An analytical and numerical solution of the practical problem is obtained. Numerical results have been obtained in the form of graphs of beam 
point displacements and friction moments for different damping coefficients. A comparative evaluation of vibration reduction for different damping 
parameters has been carried out. The research results compare well with the results obtained by other authors. 

Key words: Timoshenko beam, unsteady oscillations, Volterra integral equations, Fourier series, Laplace integral transformation, Duhamel in-
tegrals. 

Вступ та аналіз літератури. Елементи конструкцій, що застосовуються в аерокосмічній техніці, машино-
будуванні, дорожньому будівництві, часто можна розглядати як балки. Різні динамічні впливи на балки можуть 
викликати небажану інтенсивність коливань. Тому задачі з демпфування коливань є актуальними. 

У роботі [1] досліджується коливання неоднорідної балки з періодично безперервними змінними попере-
чними перерізами та шарнірними опорами. Виконано підтвердження для підтвердження точності та ефективно-
сті запропонованого методу розв’язання задачі. Приділено увагу обговоренню переваг запропонованої механіч-
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ної конструкції балки, досліджено вплив структури конструкції та параметрів матеріалу елементів конструкції 
на властивості балки. 

Демпфування коливань багатопрогонових балок під час дії рухомих навантажень розглянуто у роботі [2]. 
Порівнюється керування коливаннями в однопрогонових і багатопрогонових балках, а також застосовуються різ-
ні типи настроюваних мас. Надано рекомендації щодо вибору ефективної системи налаштування. 

У роботі [3] досліджуються динамічні реакції двоколійних і багатопрогонових залізничних мостів різними 
способами. Приділяється увага управлінню явищами резонансу. Автори використовують чисельне скінченное-
лементне моделювання на основі балочного елемента Тимошенка для проведення зіставлення отриманих ре-
зультатів. Отримані в даній роботі результати досліджень можуть сприяти підвищенню безпеки перевезень по 
залізничних мостах і дають можливість виключити перевантаження, збільшуючи тим самим запас міцності еле-
ментів мостових конструкцій. 

Аналіз вимушених коливань багатопрогонових балок Тимошенко, які піддаються широкому діапазону не-
рухомих і рухомих зовнішніх навантажень, наводиться у роботі [4]. 

У роботі [5] запропоновано чисельно-символічну процедуру, що застосовується для аналізу вільних коли-
вань узагальненої багатопрогонової балки Тимошенка та розв’язує проблему збільшення часу виконання під час 
символьного інтегрування в складних задачах вільних коливань ступінчастих балок, сполучених з пружинно-
масовими демпферними системами з двома ступенями свободи. 

Аналітичний метод розрахунку динамічного відгуку багатопрогонових систем мостових колійних конструк-
цій під дією серії рухомих навантажень на основі моделей двошарових і чотиришарових балок, що широко ви-
користовуються в залізничних мостових конструкціях, запропоновано у роботі [6]. Для верифікації методу про-
водиться порівняння результатів аналітичного та чисельного підходів. Проаналізовано вплив числа прольотів 
балок з простими опорами і довжини ділянок на критичні швидкості резонансу і демпфування коливань. Автори 
рекомендують використання результатів цього дослідження як теоретичної основи в плануванні, проектуванні 
та експлуатації мостових конструкцій. 

В роботі [7] автори розглянули пряму задачу про коливання ізотропної пружної балки скінченної довжини 
під дією рухомого навантаження у вигляді котка, який рухається з постійною швидкістю. Рух балки описується 
рівняннями С. П. Тимошенка. У роботі авторами проведено аналіз диференціальних рівнянь з точки зору впливу 
їх членів на динамічну поведінку балки. Запропоновано варіант спрощення диференціальних рівнянь. Наведено 
чисельні результати коливань балки для різних швидкостей руху котка. 

У статті [8] представлено динамічний аналіз коливань багатопрогонових балок. Автори пропонують розді-
лити об’єкт дослідження на кілька частин, з’єднавши їх пружиною, що моделює складні межі багатопрогонових 
балок. Результати розрахунків отримані для різних граничних умов. 

Авторами в доповіді [9] розглянуто рухомі точкові навантаження, які діють на однопрогонові та багатопро-
гонові балки. Точність чисельних результатів досліджень підтверджується порівнянням їх із кінцево-
елементною моделлю. 

В роботі [10] автори проводять дослідження щодо поліпшення ефективності зниження вібрації в багато-
прогонній балці з метаматеріалу. Точність результатів дослідження перевіряється методом скінченних елеме-
нтів та експериментально. 

Геометрично нелінійні вимушені коливання повністю затиснутих багатопрогонових балок, до яких приєд-
нано кілька мас, розглянуто у роботі [11]. Рух балки моделюється рівняннями Ейлера – Бернуллі. А в роботі [12] 
вивчають нелінійну вимушену динамічну реакцію функціонально-градієнтних балок, які містять велику кіль-
кість крайових тріщин. Рух балки засновано на теорії балок Ейлера – Бернуллі. Властивості балки безперервно 
змінюються по її товщині. 

У дослідженні [13] розглядається динамічна поведінка однорідної безперервної багатопрогонової балочної 
системи, вздовж якої рухається постійна сила або розподілене навантаження. 

Авторами [14] розглядається ідентифікація динамічних навантажень, які діють на багатопрогонові пружні 
системи у вигляді двох балок Ейлера – Бернуллі або двох прямокутних пластин. Матеріал елементів конструкції 
вважається однорідним та ізотропним. Ідентифікується розподіл навантаження по механічному об’єкту, тоді як 
закон зміни навантаження в часі відомий. 

В роботі [15] автори запропонували новий метод розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності в ла-
мінованих шаруватих смугах. Зазначимо, що коливання температури і різниця температур між шарами, різниця 
температур між внутрішньою і зовнішньою поверхнями може робити серйозний внесок у причину руйнування 
елементів конструкцій. 

У роботі [16] представлено аналітичне дослідження коливань пластини, що складається з кількох шарів. 
Пластина має неканонічну форму в плані. На пластину діє ударне навантаження напівсферичним тілом. Резуль-
тати розрахунків добре узгоджуються з результатами, отриманими експериментальним шляхом. 

 
Постановка задачі. Механічна система складається з пружної ізотропної балки середньої товщини Тимо-

шенка, шарнірно-обпертої по краях (рис. 1). На балку в деякій точці діє поперечне імпульсне навантаження 
( )P t , що викликає нестаціонарні коливання балки. При розв’язанні задачі передбачається, що координати точок 

прикладення навантаження довільні (будь-які точки, що належать балці і не лежать на її краях), але не зміню-
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ються протягом коливального процесу.  
Вважається, що в шарнірних опорах відбувається дисипація енергії, яка викликана безпосередньо тертям у 

шарнірах, а момент опору (тертя) лінійно пропорційний кутовій швидкості повороту балки в шарнірі: 
( )

( ) i
i i

d t
M t

dt


 ,                                                                              (1) 

де i  – коефіцієнт демпфування в i  й точці (шарнірі); ( )id t dt  – кутова швидкість повороту перерізу балки в 

i  й точці (шарнірі). 
Тоді кут повороту нормалі до серединної лінії балки у площині xOz  можна знайти як: 

1
( ) ( )i i

i

t M t dt


  .                                                                           (2) 

Тобто вплив тертя в шарнірах моделюється за допомогою додавання двох додаткових зосереджених момен-
тів 1( )FM t  і 2 ( )FM t , які прикладені в лівій і правій опорах відповідно. Зазначимо, що моменти 1( )FM t  і 

2 ( )FM t  додаються у рівняння деформування, як зовнішні, але згідно третього закону Ньютона їх значення 

треба брати з протилежним знаком. 
 

x

z

0

l

x0
P(t)

S

xS

M  (t)F2M  (t)F1

 
 

Рис. 1 – Схема навантаження балки. 
 

В даному випадку потрібно визначити переміщення точок балки при одночасному впливі на неї системи з 
двох зовнішніх сил (відомої ( )P t  і невідомих зосереджених моментних навантажень ( )iM t ). 

Розташуємо балку в декартових координатах так, що її серединна лінія буде знаходитися в площині xOz  
паралельно Ox , а напрямок осі Oz  буде збігатися з нормаллю до серединної лінії балки. 

Вкажемо, що l  – довжина балки, а b  – ширина. Координата точки прикладення j  го зосередженого на-

вантаження – 0 jx . Число навантажень, що діють, дорівнює N . 

Для розв’язання цієї задачі скористаємося моделлю балок середньої товщини С. П. Тимошенка, яка врахо-
вує ефекти інерції обертання нормального елемента та поперечного зсуву. 

Складові переміщення елемента пластини позначимо u  і w . Далі зробимо такі припущення: вважатимемо, 
що компонент переміщення u  лінійно залежить від z , а w  від z  не залежить [17, 18]. Тоді, виходячи з вище-
згаданого, можна записати такі співвідношення: 

( , , ) ( , ); ( , , ) ( , ).u x z t z x t w x z t w x t                                                           (3) 

У цих співвідношеннях ,x z  – декартові координати, w  – нормальні переміщення точок серединної лінії 

балки (прогини), а   – кут повороту нормалі до серединної лінії балки у площині xOz ;  2; 2z h h  , де h  – 

товщина балки. 
Задача про нестаціонарне деформування пружної ізотропної балки з урахуванням відповідних початкових 

та крайових умов, а також навантаження системи з N  сил і моментів зводиться до розв’язання системи двох 
диференціальних рівнянь другого порядку. 

 
Математична модель. Відповідно до [19] система диференціальних рівнянь у часткових похідних для бал-

ки Тимошенка, яка з урахуванням відповідних початкових та крайових умов визначає розв’язок, що описує не-
стаціонарні деформаційні процеси, має вигляд: 
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2 2

2 2

2 2

2 2

' ( , );

' ( , ),

w w
G F F P x t

xx t

w
EI G F I M x t

xx t

 

  





    
        

            

                                                      (4) 

де t  – час; h  – товщина балки; b  – ширина балки; ' 'G k G  ; 'k  – коефіцієнт зсуву; F bh  – площа попереч-

ного перерізу балки; 3 /12I bh ; w  – прогин серединної площини балки;   – кут повороту;   – густина мате-

ріалу балки; пружні постійні: E  – модуль пружності, G  – модуль зсуву,   – коефіцієнт Пуассона. 
Вкажемо, що ( , )P x t  та ( , )M x t  – збурювальне силове та моментне навантаження: 

 
1

( , ) ( )
N

j j
j

P x t x x P t


   ;                                                                     (5) 

 
1

( , ) ( )
N

j j
j

M x t x x M t


   .                                                                  (6) 

Система рівнянь розв’язується за допомогою розкладання невідомих функцій (переміщень і кутів поворо-
ту) у відповідні ряди Фур’є. Тоді для коефіцієнтів розкладання, як функцій часу, можна отримати систему зви-
чайних диференціальних рівнянь, які можна розв’язати з використанням, наприклад, інтегрального перетворен-
ня Лапласа [20]. У цьому випадку, при виконанні обернених перетворень, розв’язки можуть бути представлені у 
вигляді інтегралів Дюамеля (типу згортки), що дозволяє виділити аналітичні вирази для ядер інтегральних рів-
нянь. Докладніше розв’язання подібних систем рівнянь описано в [21 – 24]. 

 
Побудова розв’язку прямої задачі у загальному вигляді. При розв’язанні задачі приймемо нульові поча-

ткові умови, а саме: 

( , 0) 0w x  ;   
( , 0)

0
w x

t





;   ( , 0) 0x  ;   

( , 0)
0

x

t





.                                         (7) 

Для шарнірно-обпертої балки для задоволення необхідних граничних умов [25] в опорах 0x   та x l : 

0w  , 0M  ,  ( 0
x x

M EI
  

   
 

).                                                       (8) 

Крайові умови для прогинів стандартні та очевидні. Розглянемо докладніше крайову умову для моментів в 

«ідеальній» шарнірній опорі. Вираз для згинального моменту для балки теорії Тимошенко: 
x

M EI


 


. Ос-

кільки жорсткість 0EI  , то з 0 0
x

M


  


. 

Запишемо функції (3) у вигляді розвинень у наступні ряди Фур’є: 

   
1

, sink
k

k x
w x t w t

l






  ;                                                                  (9) 

   
1

, cosk
k

k x
x t t

l

 





  .                                                               (10) 

Підставивши розвинення (9) – (10) в систему диференціальних рівнянь з частинними похідними (4) та ско-
риставшись властивістю ортогональності тригонометричних функцій, приходимо до системи звичайних дифе-
ренціальних рівнянь по змінній t . Система диференціальних рівнянь розв’язується так: за нульових початкових 
умов виконується пряме інтегральне перетворення Лапласа [20]; в просторі зображень на основі розв’язання си-

стеми алгебраїчних рівнянь знаходяться шукані коефіцієнти розвинення  L
kw s ,  L

k s , виконується обернене 

перетворення Лапласа. В результаті отримуємо: 

       1 1 2 2
0

sin sin
P t
kj W W

kj k k k k j
k

C
w t t t P d                 

     1 22

1 20

sin sinM t
kj k k k

T j
k k k

C t t
c M d

    
 

 
  

    
 ;                                         (11) 

       1 22
2

1 20

sin sin12
P t
kj k k k

kj T j
k k k

C t t
t c P d

h

    
  

 
  

     
  
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     21 2
0

sin sin ;
M t
kj

ik k jk k
k

C
t t M d                                                         (12) 

В результаті розв’язання системи диференціальних рівнянь (4) за нульових початкових умов для шарнірно-
опертої балки можна отримати наступний аналітичний вираз для функції прогинів та кутів повороту: 

         
1 0 0

, , ,
t tN

W W
Pj j Mj j

j

w x t K x t P d K x t M d     


 
     

 
   ,                                   (13) 

         
1 0 0

, , ,
t tN

Pj j Mj j
j

x t K x t P d K x t M d       



 
     

 
   ,                                   (14) 

де  ,iK x t  – відповідні ядра інтегралів Дюамеля (згорток): 

       1 1 2 2
1

, sin sin sin
P
kjW W W

Pj k k k k k
kk

C
K x t x t t  





       ; 

       1 12

1 11

sin sin
, sin

M
kj k k kW

Mj T k
k k kk

C t t
K x t c x

  


 





  
    

 ; 

       1 22
2

1 21

sin sin12
, cos

P
kj k k k

Pj T k
k k kk

C t t
K x t c x

h

  


 






  
    

 ; 

       1 21 2
1

, cos sin sin
M
kj

Mj k k kk k
kk

C
K x t x t t   






     . 

У випадку зосередженого навантаження (силового або моментного) балки в точці з координатою jx  коефі-

цієнти для навантажень матимуть вигляд: 

 2
sinP

kj k jC x
l b h




 
  

;  2
cosM

kj k jC x
l I




 
 

. 

У наведених співвідношеннях використані такі позначення: 

2 '
T

G
c


 ,  2

b
E

c


 ,  k
k

l
  ,    22 2 2 2 2 4 2 212 / 4k k T b T k T bc c c h c c          ; 

2 2 2 2

1 1
1

12 /W k b T
k k

k

c c h



  

   ;  
2 2 2 2

2 2
2

12 /W k b T
k k

k

c c h



  

   ;  
2 2

1 1
1

k T
k k

k

c



 

   ;  
2 2

2 2
2

k T
k k

k

c



 

   . 

Аналітичні вирази для визначення власних частот мають вигляд: 
2 2 2 2 2

1 0.5( ( ) 12 )k k T p T kc c c h      ;   2 2 2 2 2
2 0.5( ( ) 12 )k k T p T kc c c h     .  

Для функцій деформацій можуть бути отримані аналогічні вирази. 
 

Знаходження невідомих зосереджених моментів тертя в опорах. 
Розглянемо конкретний випадок з однією збурювальною силою ( )P t  (яка відома) і двома додатковими зо-

середженими моментами (тертя) 1( )FM t  і 2 ( )FM t  (які невідомі). 

Зазначимо, що вираз (2) за структурою аналогічний виразу для кута повороту балки (14), якщо у функцію 
двох змінних  ,x t  замість змінної x  підставити координату опори. Тоді для точки 0x   можна записати на-

ступні співвідношення для кута повороту з боку балки та з боку першої опори: 

 

 

1
1 0

1 1 1
1 1 2 2

0 0 0

1
0, ( ) ,

0, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

t t t

P M M

t M d

t K t P d K t M d K t M d

  


           






      




  
                          (15) 

Виконаємо виключення невідомих функцій кута повороту  0, t  шляхом прирівнювання відповідних ви-

разів для першої опори: 

1 1 1
1 1 1 2 2

1 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t t

P M MM d K t P d K t M d K t M d          


                               (16) 

А для точки x l  можна записати наступні співвідношення для кута повороту з боку балки та з боку дру-
гої опори: 
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 

 

2
2 0

2 2 2
1 1 2 2

0 0 0

1
, ( ) ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t

t t t

P M M

l t M d

l t K t P d K t M d K t M d

  


           






      




  
                        (17) 

Після виключення  ,l t  для точки x l  можна записати (17) для другої опори: 

2 2 2
2 1 1 2 2

2 0 0 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t t

P M MM d K t P d K t M d K t M d          


                             (18) 

Вирази (16) і (18) після перенесення відомих доданків у праву частину рівняння, а невідомих у ліву будуть 
мати вигляд системи двох інтегральних рівнянь Вольтерра I роду щодо невідомих зосереджених моментів 

1( )M t  та 2 ( )M t : 

1 1 1
1 1 2 2

10 0 0

2 2 2
1 1 2 2

10 0 0

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t

M M P

t t t

M M P

K t M d K t M d K t P d

K t M d K t M d K t P d

        


        


  

  

  
       

  


        
 

  

  
                        (19) 

 

Виконаємо дискретизацію системи інтегральних рівнянь (19). Після дискретизації інтегральне рівняння за-
мінюється системою лінійних рівнянь алгебри (СЛАР) [26]. Внаслідок чого дискретний аналог (19) можна запи-
сати у вигляді: 

2

;

,

  


 

*
Ψ1M1 1 Ψ1M2 2 1

*
Ψ2M1 1 Ψ2M2 2

A M A M ψ

A M A M ψ
                                                                (20) 

де вектор iM  відповідає зміні у часі зосередженого реактивного моменту ( )iM t ; вектор iψ  – функція зміни ку-

та повороту у часі в опорі, викликана лише зовнішньою силою ( )P t , що визначається як: 

0

( ) ( )
t

i iPK t P d     ; 

матриця i i
*
Ψ MA  – відповідає дискретному аналогу оператора, що відповідає сумі 

1
( )iMi

i

K t 
   . 

В результаті розв’язання системи (20) знаходяться зосереджені реактивні моменти в опорах з урахуванням 
тертя ( )iM t , що дозволяє визначати компоненти переміщення у часі у всіх точках балки (як при дії трьох неза-

лежних навантажень: силового ( )P t  та моментних 1( )M t  і 2 ( )M t  на балку з ідеальними шарнірами без тертя в 

опорах). 
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Рис. 2 – Збурююча сила ( )P t . 
 

Обчислювальний експеримент. У роботі розглядається конкретний приклад моделювання нестаціонар-
них поперечних коливань балки з урахуванням тертя в шарнірних опорах (рис. 1). 
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При розрахунках серединна лінія балки у недеформованому стані збігалася з віссю Ox  декартової системи 

координат. Обчислення проводилися за наступних значень параметрів: 37890кг/м  ; 0.3  ; 112.07 10 ПаE    

(значення механічних констант для балки відповідають легованій сталі); довжина балки 0.8мl  , ширина 

0.05мb  , товщина 0.0025мh  ; координати точки прикладення збурюючого навантаження мають значення: 

0 0.4мx   (посередині балки – для простоти та наочності розглядався випадок симетричного навантаження), то-

чка, в якій додатково досліджувалася зміна прогину у часі: 0.25мSx  . Значення коефіцієнта лінійно-в’язкого 

демпфування 1 20Н м с     ; кількість членів у відповідних рядах Фур’є 100. 

Результати чисельних розрахунків наведені на рис. 2 – 12. 
На рис. 2 показана зовнішня сила ( )P t , яка викликає деформування (нестаціонарні коливання). 
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Рис. 3 – Прогин балки у точках 0x  і Sx . 

 
На рис. 3 показані зміни прогину балки у точках 0x  (точка під зосередженим навантаженням) – крива 1, а 

Sx  – крива 2, що викликані лише впливом зовнішньої сили ( )P t . 

На рис. 4 показані зміни кута повороту ( )t  у лівій (першій) та правій (другій) шарнірних опорах балки. 

Зазначимо, що оскільки зовнішня сила ( )P t  прикладена до середини балки, то значення кутів повороту у шарні-

рах однакові, але протилежні за напрямком, що добре можна побачити на рис. 4. 
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Рис. 4 – Кути повороту в шарнірних опорах балки. 
 

На рис. 5 показані зміни зосереджених моментів тертя 1( )M t  і 2 ( )M t  у лівій (першій) та правій (другій) 

шарнірних опорах балки при значенні коефіцієнту демпфування 1   Н м с  . 
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Рис. 5 – Моменти тертя в шарнірних опорах балки (коефіцієнту демпфування 1   Н м с  ). 
 

На рис. 6 показано: 
– зміну прогину балки 0 ( )Pw t , яка викликана дією зосередженого навантаження ( )P t  (посередині балки) – 

крива 1; 
– зміну прогину балки 0 1( )Mw t , яка викликана дією зосередженого моменту тертя в лівій опорі 1( )M t  (по-

середині балки) – крива 2; 
– зміну прогину балки 0 2 ( )Mw t , яка викликана дією зосередженого моменту тертя в правій опорі 2 ( )M t  

(посередині балки) – крива 3 (крапки); 
– реальну зміну прогину балки 0 ( )Pw t , яка викликана дією зосередженого навантаження ( )P t  та з ураху-

ванням тертя в опорах (сумарна крива) – крива 4. 
Зазначимо, що криві 2 та 3 повністю збігаються (тому одна показана суцільною кривою, а друга крапками), 

що підтверджує вірогідність отриманих результатів, оскільки зовнішнє навантаження прикладене симетрично, а 
тертя в лівій та правій опорах однакове. 

 

0 0.01 0.02 0.03 0.04
2 10

4

1 10
4

0

1 10
4

2 10
4

wP0j

w0M1j

w0M2j

w0 j

tj
 

 

Рис. 6 – Прогин балки під навантаженням (посередині балки) (коефіцієнту демпфування 1   Н м с  ). 
 

На рис. 6 можна помітити, що крива 1 (зумовлена лише дією зовнішнього навантаження) та крива 4 (прогин 
з урахуванням тертя в опорах) подібні, але крива 4 відповідає незначному затуханню (значення коефіцієнту де-
мпфування 1   Н м с  ). 

Опис рис. 7 – 8 аналогічний опису рис. 5 – 6, але у розрахунках значення коефіцієнту демпфування 
5Н м с    . 
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Рис. 7 – Моменти тертя в шарнірних опорах балки (коефіцієнту демпфування 5   Н м с  ). 
 

0 0.01 0.02 0.03 0.04
2 10

4

1 10
4

0

1 10
4

2 10
4

wP0j

w0M1j

w0M2j

w0 j

tj
 

 

Рис. 8 – Прогин балки під навантаженням (посередині балки) (коефіцієнту демпфування 5   Н м с  ). 
 

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
4

2

0

2

4

M1j

M2j

tj
 

 

Рис. 9 – Моменти тертя в шарнірних опорах балки (коефіцієнту демпфування 10   Н м с  ). 
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На рис. 8 для зміни прогину з урахуванням тертя в опорах (крива 4) помітно істотне затухання (значення 
коефіцієнту демпфування 5   Н м с  ). 

Опис рис. 9 – 10 також аналогічний опису рис. 5 – 6, але у розрахунках значення коефіцієнту демпфування 
10   Н м с  . 
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Рис. 10 – Прогин балки під навантаженням (посередині балки) (коефіцієнту демпфування 10   Н м с  ). 
 

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
4

2

0

2

4

M1j

M2j

tj
 

 

Рис. 11 – Моменти тертя в шарнірних опорах балки (коефіцієнту демпфування 20   Н м с  ). 
 

На рис. 10 для зміни прогину з урахуванням тертя в опорах (крива 4) помітно сильне затухання (значення 
коефіцієнту демпфування 10   Н м с  ). 

Опис рис. 11 – 12 аналогічний наведеному вище опису рис. 5 – 6, але у розрахунках значення коефіцієнту 
демпфування 20   Н м с  . 

На рис. 12 для зміни прогину з урахуванням тертя в опорах (крива 4) помітно дуже сильне затухання – ко-
ливання майже повністю затухають за 5 періодів (значення коефіцієнту демпфування 20   Н м с  ). 

 
Результати роботи. Результати, отримані в даній роботі, можуть бути використані як при моделюванні те-

ртя в шарнірних опорах для балкових елементів конструкцій, так і в задачах демпфування вимушених коливань 
механічних систем. 
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Рис. 12 – Прогин балки під навантаженням (посередині балки) (коефіцієнту демпфування 20   Н м с  ). 
 
Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспективним розвиток даного дослідження при 

моделюванні більш складних механічних балкових систем та більш складних елементів конструкцій (пластини, 
оболонки, тощо). 

 
Висновки. У роботі представлено розв’язання задачі з демпфування коливань балки. Отримано і перевіре-

но математичну модель, яка дозволяє розрахувати більш точний динамічний рух балки під дією навантажень. 
Проведено розрахунки конкретних практичних задач. Результати досліджень показали вплив коефіцієнта демп-
фування на затухання коливань. Виявлено, що малий коефіцієнт демпфування викликає мале затухання коли-
вань, середній коефіцієнт демпфування викликає збільшення затухання, а значний коефіцієнт демпфування ви-
кликає значне збільшення затухання. Також запропоновано підхід до розв’язання оберненої задачі з визначення 
моментів тертя в опорах балки. Отримані математичні моделі, розв’язки, результати, а також запропоновані ме-
тоди і підходи можна використовувати в задачах віброзахисту. 
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