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О. В. ШЕХОВЦОВ 

ВПЛИВ ТВЕРДИХ ГРАНИЦЬ ТА В’ЯЗКОСТІ СЕРЕДОВИЩА НА ВНЕСОК ІНЕРЦІЙНОЇ ТА 
ВИХРОВОЇ КОМПОНЕНТ НОРМАЛЬНОЇ СИЛИ ПЛАСТИНИ, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ. ЧАСТИНА 1 

У рамках удосконаленого методу дискретних вихорів, узагальненого для в’язких середовищ, було розроблено метод визначення внеску сил 
інерційної, вихрової та циркуляційної природи в нормальну силу пластини, яка рухається в нерухомому в’язкому безмежному середовищі 
по довільному закону у присутності стінки та в каналі. Розроблений метод було апробовано для випадку миттєвого кутового старту пласти-
ни з подальшою постійною кутовою швидкістю обертання (задача Вагнера) у в’язкому безмежному середовищі у присутності стінки та в 
каналі у ламінарному та турбулентному режимах. Була підтверджена інерційно-вихрова природа нормальної сили пластини (з домінуванням 
сил інерційної природи), що обертається після миттєвого старту з відривом потоку з обох її крайок, незалежно від наявності твердих границь 
та ламінарного чи турбулентного режимів обтікання. З’ясовано, що у випадку ламінарного режиму вплив наявності стінки на приведену іне-
рційну компоненту нормальної сили пластини несуттєвий, проте вплив каналу призводить до більш швидкого відходу ламінарного вихору 
від передньої крайки пластини, що призводить до поступового збільшення внеску інерційної компоненти нормальної сили пластини до 
100 % та більше наприкінці обертання пластини. Приблизно те саме відбувається у випадку відсутності твердих границь, коли вже турбуле-
нтний вихор більшого розміру та інтенсивності, ніж відповідний ламінарний, віддаляється від передньої крайки пластини. 

Ключові слова: сили інерційної, циркуляційної та вихрової природи, компоненти нормальної сили пластини, внесок сил, інерційно-
вихровий принцип, миттєвий кутовий старт пластини, стінка, канал, ламінарний вихор, турбулентний вихор, режим обтікання. 

А. В. ШЕХОВЦОВ 
ВЛИЯНИЕ ТВЕРДЫХ ГРАНИЦ И ВЯЗКОСТИ СРЕДЫ НА ВКЛАД ИНЕРЦИОННОЙ И 
ВИХРЕВОЙ КОМПОНЕНТ НОРМАЛЬНОЙ СИЛЫ ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ПЛАСТИНЫ. ЧАСТЬ 1 

В рамках усовершенствованного метода дискретных вихрей, обобщенного для вязких сред, был разработан метод определения вклада сил 
инерционной, вихревой и циркуляционной природы в нормальную силу пластины, движущейся в неподвижной вязкой безграничной среде 
по произвольному закону в присутствии стенки и в канале. Разработанный метод был апробирован для случая мгновенного углового старта 
пластины с последующей постоянной угловой скоростью вращения (задача Вагнера) в вязкой безграничной среде в присутствии стенки и 
канала в ламинарном и турбулентном режимах. Была подтверждена инерционно-вихревая природа нормальной силы пластины (с доминиро-
ванием сил инерционной природы), вращающейся после мгновенного старта с отрывом потока от обеих кромок, независимо от наличия 
твердых границ и ламинарного или турбулентного режимов обтекания. Выяснено, что в случае ламинарного режима влияние наличия стен-
ки на приведенную инерционную компоненту нормальной силы пластины несущественно, однако влияние канала приводит к более быстро-
му уходу ламинарного вихря от передней кромки пластины, что приводит к постепенному увеличению вклада инерционной компоненты 
нормальной силы пластины до 100 % и более в конце вращения пластины. Приблизительно то же происходит в случае отсутствия твердых 
границ, когда уже турбулентный вихрь большего размера и интенсивности, чем соответствующий ламинарный, удаляется от передней 
кромки пластины. 

Ключевые слова: силы инерционной, циркуляционной и вихревой природы, компоненты нормальной силы пластины, вклад сил, 
инерционно-вихревой принцип, мгновенный угловой старт пластины, стенка, канал, ламинарный вихрь, турбулентный вихрь, режим обте-
кания. 

A. V. SHEKHOVTSOV 
IMPACT OF SOLID BOUNDARIES AND VISCOSITY OF THE MEDIUM ON THE CONTRIBUTION 
OF THE INERTIAL AND VORTEX COMPONENTS OF THE NORMAL FORCE OF A ROTATING 
PLATE. PART 1 

Within the framework of the improved method of discrete vortices, generalized for viscous media, a method was developed for determining the contri-
bution of forces of inertial, vortex and circulation nature to the normal force of a plate moving in a stationary viscous boundless medium according to 
an arbitrary law, in the presence of a wall and in a channel. The developed method was tested for the case of instantaneous angular start of the plate 
and subsequent constant angular speed of rotation (Wagner's problem) in a viscous boundless medium, in the presence of a wall and in a channel, in 
laminar and turbulent modes. The inertial-vortical nature of the normal force of the plate (with the dominance of inertial forces) was confirmed, which 
rotates after an instantaneous start with the separation of the flow from both its edges, regardless of the presence of solid boundaries and laminar or 
turbulent flow regimes. It has been clarified, that in the case of the laminar regime, the influence of the presence of the wall on the reduced inertial 
component of the normal force of the plate is insignificant, but the influence of the channel leads to a faster departure of the laminar vortex from the 
front edge of the plate, which leads to a gradual increase in the contribution of the inertial component of the normal force of the plate up to 100% and 
more at the end of rotation plates. Approximately the same happens in the case of the absence of solid boundaries, when a turbulent vortex of a larger 
size and intensity than the corresponding laminar one moves away from the leading edge of the plate. 

Key words: forces of inertial, circulation and vortex nature, components of plate normal force, contribution of forces, inertial-vortex principle, 
instantaneous angular start of plate, wall, channel, laminar vortex, turbulent vortex, flow regime. 

Загальна постановка проблеми та мета роботи. Останні чверть століття актуальними є дослідження, 
присвячені гідроаеродинаміці безпілотних літальних апаратів (БпЛА), окремий і надзвичайно цікавий розділ 
яких становлять дослідження, присвячені мікро БпЛА (вагою до 2 кг), а особливо – орнітоптерам, рушійна ае-
родинамічна поверхня яких (зазвичай, тонке крило) здійснює зворотні обертально-поступальні махи замість по-
стійних обертів гвинта, що призводить до переваг у маневреності, безшумності та енергоощадності. Такі апара-
ти особливо цінні для розвідки на складній місцевості, у будівлях, при пожежах і таке інше. 

Аеродинаміка орнітоптера досить складна через наявність відривів потоку від усіх крайок крила, а малі роз-
міри призводять до необхідності враховувати в’язкість середовища. 
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Особливо складне та важливе питання, яке постає при вивченні природи аеродинамічних сил, які виника-
ють на крилі, що махає – це з’ясування, який внесок у нормальну силу крила вносять сили інерційної природи, а 
який – сили вихрової природи (у роботах [1 – 3] було показано, що при відривному обтіканні крайок крила цир-
куляційна компонента зазвичай дуже мала). Складність полягає у тому, що у загальному випадку нелінійної за-
дачі ці компоненти сил та моментів не адитивні. Принагідно зазначимо, що аеродинамічна природа сил, які ви-
никають на крилах та гвинтах літаків та гелікоптерів – циркуляційна. Від розуміння природи аеродинамічних 
сил залежить напрямок науково-інженерної думки, оскільки у аеродинаміці ще не так давно панував цілий ряд 
помилкових уявлень. Наприклад, багато десятиліть помилково вважалось, що вихори, що сходять з передньої 
крайки крила, можуть призводити лише до погіршення аеродинамічних характеристик крила. Однак у 1997 році 
Вилмот, Елінгтон та Томас [4] експериментально відкрили, що на передніх крайках крил тютюнового бражни-
ка Manduca sexta при махах крил вниз виникають невеликі приєднані конусоподібні вихори, які призводять до 
збільшення нормальних сил на крилах метелика при морфологічних махах ними вниз, а отже, до збільшення під-
тримуючої сили та сили тяги. Також багато десятиліть помилково вважалось, що силу тяги на крилі, що махає, 
викликає вихровий слід за крилом (обернена доріжка Кармана), однак у роботах [5, 6] цей міф було спростова-
но. І, нарешті, Вонг у 2004 році показала [7], що миттєва сила опору крил комах не погіршує, а покращує аеро-
динамічні характеристики крил комах, оскільки майже всю її утворює не сила тертя, а проекція нормальної сили 
на повздовжню вісь миттєвої поточної системи координат, а відповідна миттєва поперечна проекція нормальної 
сили утворює миттєву підйомну силу, а обидві вони роблять внесок у вертикальну силу, яка підтримує комаху у 
польоті (тому, єдина сила, яка дає внесок і у силу тяги і у підтримуючу силу комахи, є нормальна сила). 

Оскільки раніше природа аеродинамічних сил на крилах, що махають, вивчалась або для випадку безвідри-
вного ідеального обтікання передніх крайок крил, або для випадку їх відривного в’язкого обтікання (але коли 
задня крайка крила приєднана до твердої стінки) виникла потреба вивчити внесок сил інерційної та вихрової 
природи для випадку в’язкого обтікання ізольованого тонкого крила, що обертається, та з’ясувати, як в’язкість 
та тверді границі (стінка та канал) впливають на перерозподіл внеску сил інерційної та вихрової природи. 

 
Аналіз останніх досліджень. Через неможливість виділення вихрової та циркуляційної компонент аероди-

намічних сил та моментів на крилі, що коливається, у повній нелінійній постановці, робіт, присвячених цьому 
питанню, вкрай мало і всі вони пов’язані з випадком коливань тонкого крила (гнучкої пружної мембрани, жорс-
ткого тонкого криволінійного крила або пластини).  

В роботі [1] було досліджено внесок сил інерційної, вихрової та циркуляційної природи у нормальну силу 
на пластині, що обертається з постійною кутовою швидкістю після миттєвого кутового старту (кидок) навколо 
задньої крайки, яка з’єднана з твердою стінкою, у ідеальному середовищі. Було зроблено висновок, що у такому 
випадку справедливий інерційно-вихровий принцип генерації нормальної сили на пластині: одразу після куто-
вого старту пластини домінує внесок інерційних сил, а в подальшому – вихрових. 

Аналогічний топологічний випадок розглядався в роботі [2], але на цей раз досліджувався вплив числа Рей-
нольдса та закону кутового старту пластини: миттєвий кутовий старт порівнювався з плавним (лінійним) куто-

вим стартом, а турбулентний режим при 6Re 10  порівнювався з ламінарним при 2Re 10 . Було з’ясовано, що 

при зменшенні числа Рейнольдса від 6Re 10  до 2Re 10 внесок сил інерційної природи дещо зростає, внесок 
сил вихрової природи дещо зменшується, проте у разі миттєвого кутового старту пластини він все ж таки стано-
вить дві третини від усієї нормальної сили в кінці кидка. При плавному законі кутового старту пластини, навпа-
ки, інерційні сили домінують незалежно від числа Рейнольдса. Вклад сил циркуляційної природи спостерігався 
малим в усіх випадках.  

Ґрунтовне теоретико-експериментальне дослідження аеродинаміки пружного мембранного орнітоптеру бу-
ло проведено у роботі [3]. Було встановлено, що для даної задачі інерційна складова нормальної аеродинамічної 
сили є домінуючою. Вклад як циркуляційної, так і вихрової складових малий та негативний. Було введено новий 
кінематичний параметр – нормальну складову прискорення задньої крайки крила, взяту з від’ємним знаком (ко-
ефіцієнт прискорення), який є істотним в аеродинаміці крила, що махає, у випадку, коли крило обертається на-
вколо передньої кромки або біля неї. Результати показали узгодженість змін коефіцієнтів прискорення та нор-
мальної сили: завжди після максимуму або мінімуму коефіцієнта прискорення наступає відповідний максимум 
або мінімум нормальної сили. 

Для випадку моделювання в нелінійній ідеальній постановці коливань нескінченно тонкого профілю крила-
рушія в роботах [5, 6] було виділено три компоненти коефіцієнта сили тяги – інерційну, циркуляційну і вихрову. 
Було досліджено внесок в силу тяги кожної з отриманих компонент та пояснено механізми утворення сили тяги 
крила при різних видах коливань. Виявлено, що в основі роботи крила–рушія лежить інерційно-циркуляційний 
принцип, причому для малих відносних швидкостей крила переважає внесок інерційних сил, а для великих – 
внесок циркуляційних. Для двох окремих випадків коливань крила-рушія – обертальних та поступальних – спра-
ведливі, відповідно, інерційний та циркуляційний принципи утворення сили тяги. Таким чином, для даного кла-
су задач, коли реалізується безвідривний режим обтікання передньої крайки крила, індуктивний вплив вихрово-
го сліду (оберненої доріжки Кармана) на силу тяги крила-рушія малий та негативний. 
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Формули обрахунку внеску інерційної, вихрової та циркуляційної компонент нормальної сили плас-
тини, яка нестаціонарно рухається в нерухомому в’язкому середовищі при наявності стінки або каналу. 
Після розв’язку кінематичної задачі (постановка початково-крайової задачі викладена в роботі [8]) за допомо-
гою удосконаленого методу дискретних вихорів (УМДВ), узагальненого для в’язких вихрових середовищ [8, 9], 
використовуючи узагальнену формулу Коші – Лагранжа [10, 11] та наближені вирази для абсолютної швидкості 
в’язкої течії біля стінки та в каналі [12], можна визначити поле тиску навколо тонкого крила, що рухається по 
довільному закону у в’язкому нестисливому вихровому середовищі, та його динамічні характеристики. 

Вперше формула для визначення коефіцієнта тиску в змішаній потенційно-вихровий області ідеального 
нестисливого середовища в неінерційній системі координат була отримана в роботі [10]. Через кілька років у 
роботі [11] була отримана практично та ж сама формула, що і в роботі [10], однак у більш універсальному ви-
гляді, який дозволяв розраховувати поля тиску поза групи тіл довільної форми. Пізніше в роботі [13] було пока-
зано, що ця формула справедлива і для в’язких течій. 

Наведемо узагальнену формулу Коші – Лагранжа для визначення коефіцієнту тиску в’язкої вихрової течії в 
інтегральній безрозмірній формі для випадку, коли швидкість потоку на нескінченності дорівнює нулю [2]: 
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– циркуляція вихрового елементу ( 0   – за годинниковою стрілкою);   – кут, під яким видно з точки r


 лі-

нію, що сполучає точки 0r


 та довільну точку *r


, таку, що *
0r r S 
 

 [11]. Штрих означає, що диференціювання 

здійснюється в системі координат, пов’язаній з рухомим крилом.  
При розрахунку навантажень на тонкому крилі за характерний лінійний розмір будемо брати довжину хор-

ди розрахункової секції крила jb c , а за характерну швидкість – модуль максимальної лінійної швидкості її 

передньої крайки *
maxC WW 


. 

Застосуємо формулу (1) до нижньої та верхньої поверхонь тонкого крила, враховуючи, що абсолютна швид-

кість W


 є сумою переносної *W


 та відносної rW


, беручі до уваги те, що нормальні компоненти швидкості W


 

при переході через них не змінюються, а дотичні будуть терпіти розрив  : 

0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , , ,) ( , )n r t W r t W r t r t r S          
       

                                               (2) 

де 1 2    , знак " "  позначає ліву поверхню крила, якщо дивитись із задньої кромки «2» на передню «1»; 

знак " "  – праву (зазначимо, що   має фізичний зміст погонної вихрової інтенсивності або щільності вихрово-

го шару) та взаємозв’язок: 

 0 0 0 0( , ) ( , ) / 2 ( , ), ,W r W r W r r     
     

                                                       (3) 

а також те, що при обході контуру крила від 0r 


 до 0r 


2   . 

В результаті отримаємо вираз для перепаду коефіцієнту тиску на тонкому крилі у в’язкому середовищі, 
який співпадає з аналогічним виразом для випадку ідеального середовища, потенційного поза вихровими повер-
хнями: 

1 1

0 0 0( , ) 2 ,
r

p
r

d r
C r n W n r n r

d 

    
 

                       
 





       
                                  (4) 

де n


 – вектор нормалі;   – вектор безрозмірної щільності сумарного вихрового шару крила S ; 0


 – вектор без-

розмірної щільності вільного вихрового шару 1  в момент його сходу з передньої крайки крила. 

Для коефіцієнту нормальної сили на тонкому крилі S  матимемо: 

( ) ( , ) .n P
S

C C r dr  


                                                                      (5) 

Таким чином, застосування узагальненої формули Коші – Лагранжа (1) для розрахунку перепаду тиску на 
тонкому крилі з урахуванням властивостей вихрового шару (2) і (3) для випадку, коли крило припускається не-

скінченно тонким, приводить до виразу (4) з першим ступенем при абсолютній швидкості W


.  

З іншого боку, швидкість W


 будь-якої точки середовища D  можна представити у вигляді суми збуреної 

швидкості W


 від сумарної вихрової пелени, яка моделює тіло, що обтікається, та збуреної швидкості W

 від всіх 

вихрових пелен, що зійшли з тіла у потік. Це дає можливість представити коефіцієнт нормальної сили у вигляді 
суми трьох компонент [1]: 

– інерційної: 
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1 1

0 0 0( ) 2 ;
r

ni
S r

C n r n r dr


   


        
   

  




   
                                                  (6) 

– циркуляційної: 

( ) 2 ;nc
S

d r
C n W dr

d
 


         


 
                                                            (7) 

– вихрової: 

( ) 2 .nv
S

C n W dr   
 

                                                                    (8) 

Дане розділення сил має досить ясну фізичну основу:  циркуляційна компонента (7) є аналогом квазіста-
ціонарної сили Жуковського для нормальної сили і визначається миттєвим значенням циркуляції відносної шви-
дкості течії по контуру, прилеглому до крила (без урахування вихорів, що зійшли у потік); інерційна компонента 
(6) є складовою, що залежить від миттєвої приєднаної маси крила і визначається циркуляцією відносного при-
скорення течії по контуру, прилеглому до крила; вихрова (індуктивна) компонента (8) визначається поточними 
величиною та розподілом завихреності навколо крила [1 – 3, 5, 6]. 

Компоненти індукованої швидкості від дискретного вихору з початкової циркуляцією 0  і комплексною 

координатою 0z  у необмеженому в’язкому середовищі мають вигляд [14]: 

   
   

2 2
0 00 0

2 2
0 0

1 exp ;
2 4

x x y y y y
u

t x x y y 

          
       

 

   
   

2 2
0 00 0

2 2
0 0

1 exp .
2 4

x x y y x x
v

t x x y y 

                     

                                      (9) 

Компоненти наближеної індукованої швидкості від дискретного вихору з початкової циркуляцією 0  і 

комплексною координатою 0z  при наявності стінки у в’язкому середовищі мають вигляд [12]: 

   
   

2 2
0 00 0

2 2
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1 exp
2 4
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t x x y y

                    
 

   
   

2 2
0 00 0

2 2
0 0

1 exp
2 4

x x y y x x
v
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2 2
0 0 0

2 2
0 0

1 exp .
4

x x y y x x

t x x y y

                    
                                         (10) 

Компоненти наближеної індукованої швидкості від дискретного вихору з початковою циркуляцією 0  і 

комплексною координатою 0z  в каналі шириною H  у в’язкому середовищі мають вигляд [12]: 

0
0

1 2 2
1 exp exp exp

2 4
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H t H H
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2 4
v x x

H t H H

 


                
   

 

   0 02 exp cosx x y y
H H

               
 

   

     

0 0

0 0 0

1 exp cos

2
1 2exp cos exp

x x y y
H H

x x y y x x
H H H

 

  

            
                   

 

0
1 2 2

1 exp exp exp
4

x x
t H H

 


               
    

 

   0 02 exp cosx x y y
H H

               
 

   

     

0 0

0 0 0

1 exp cos
.

2
1 2exp cos exp

x x y y
H H

x x y y x x
H H H

 

  

              
                      

                                     (11) 

 
Висновки та перспективи подальших досліджень. Наведені формули обрахунку компонент наближеної 

індукованої швидкості від дискретних вихорів при наявності стінки та каналу разом з формулами обрахунку 
внеску інерційної, вихрової та циркуляційної компонент нормальної сили тонкого крила, яке нестаціонарно ру-
хається у в’язкому середовищі, дозволяють зробити наближене чисельно-аналітичне моделювання генерації та 
дисперсії завихреності у в’язкому середовищі при наявності стінки та в каналі в рамках удосконаленого методу 
дискретних вихорів, узагальненого для в’язких вихрових середовищ, та з’ясувати природу навантажень, які ви-
никають на крилі. Представляє інтерес дослідити вплив в’язкості середовища, наявності твердих границь та за-
кону махів крила на внесок компонент різної природи у навантаження на крилі. 
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