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НОВІ ІНФОРМАЦІЙНІ ОПЕРАТОРИ В ЗАДАЧАХ ЧИСЕЛЬНОГО ІНТЕГРУВАННЯ ФУНКЦІЙ 
ТРЬОХ ЗМІННИХ 

Стрімкий розвиток та впровадження в життя новітніх інформаційних технологій в багатьох галузях науки та техніки сприяє появі нових ме-
тодів в математичному моделюванні систем та процесів. Зокрема, з’явилися нові математичні теорії, які можуть бути ефективно використані 
при побудові та вдосконалені існуючих математичних моделей різноманітних явищ та об’єктів. До таких теорії відноситься теорія нових ін-
формаційних операторів, автором якої є Лауреат Державної премії України в галузі науки і техніки, доктор фізико-математичних наук, про-
фесор О. М. Литвин. Нові інформаційні оператори знайшли своє застосування в цифровій обробці сигналів та зображень, а саме при чисель-
ному інтегруванні швидко осцилюючих функцій багатьох змінних. Побудовані оптимальні за порядком точності та близькі до них кубатурні 
формули, які використовують значення неосцилюючого множника підінтегральної функції не тільки в точках, а й на площинах або лініях. В 
даній статті продемонстроване застосування нових інформаційних операторів до чисельного інтегрування функцій багатьох змінних, а саме 
розглядається питання наближеного обчислення інтегралу від функцій трьох змінних у випадку, коли інформація про функцію задана її слі-
дами на лініях. Кубатурна формула використовує оператор інтерлінації, побудований на основі оператора інтерфлетації з допоміжними фу-
нкціями у вигляді кусково-сталих сплайнів. Отримано оцінку похибки наближення запропонованої кубатурної формули на класі диференці-
йовних функцій. Наведено результати розрахункового експерименту в системі комп’ютерної математики Mathcad. Чисельні розрахунки під-
тверджують теоретичні твердження дослідження. 
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О. П. НЕЧУЙВИТЕР, C. C. ИВАНОВ, К. Г. КОВАЛЬЧУК 
НОВЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ В ЗАДАЧАХ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ 
ФУНКЦИЙ ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Стремительное развитие и внедрение в жизнь новейших информационных технологий во многих областях науки и техники способствует 
появлению новых методов в математическом моделировании систем и процессов. В частности, появились новые математические теории, 
которые могут быть эффективно использованы при построении и усовершенствовании существующих математических моделей различных 
явлений и объектов. К таким теориям относится теория новых информационных операторов, автором которой является Лауреат Государст-
венной премии Украины в области науки и техники, доктор физико-математических наук, профессор О. Н. Литвин. Новые информационные 
операторы нашли свое применение в цифровой обработке сигналов и изображений, а именно при численном интегрировании быстро осцил-
лирующих функций многих переменных. Построены оптимальные по порядку точности и близкие к ним кубатурные формулы, использую-
щие значение неосциллирующего множителя подынтегральной функции не только в точках, но и на плоскостях или линиях. В данной статье 
продемонстрировано применение новых информационных операторов к численному интегрированию функций многих переменных, а имен-
но рассматривается вопрос приближенного вычисления интеграла от функций трех переменных в случае, когда информация о функции за-
дана ее следами на линиях. Кубатурная формула использует оператор интерлинации, построенный на основе оператора интерфлетации со 
вспомогательными функциями в виде кусочно-постоянных сплайнов. Получена оценка погрешности приближения предложенной кубатур-
ной формулы на классе дифференцируемых функций. Представлены результаты расчетного эксперимента в системе компьютерной матема-
тики Mathcad. Многочисленные расчеты подтверждают теоретические утверждения исследования. 

Ключевые слова: численное интегрирование функций многих переменных, кубатурная формула, интерлинация функций, интерфле-
тация функций. 

O. P. NECHUIVITER, S. S. IVANOV, K. G. KOVALCHUK 
NEW INFORMATION OPERATORS IN PROBLEMS OF NUMERICAL INTEGRATION OF 
FUNCTIONS OF THREE VARIABLES 

The rapid development and implementation of the latest information technologies in many fields of science and technology contribute to the rise of 
new methods in mathematical modeling of systems and processes. In particular, new mathematical theories have appeared that can be effectively used 
for building and improvement of existing mathematical models of various phenomena and objects. One of these theories is the theory of new informa-
tion operators, authored by the Laureate of the State Prize of Ukraine in Science and Technology, doctor of physical and mathematical sciences, pro-
fessor (думаю, это излишняя информация в аннотации) O. M. Lytvyn. New information operators have found their application in the digital proc-
essing of signals and images, namely in the numerical integration of rapidly oscillating functions of many variables. Cubature formulas were built that 
are optimal in the order of accuracy and use the value of the non-oscillating factor of the integrand function not only at points, but also on planes or 
lines. The article demonstrates the application of new information operators to the numerical integration of functions of many variables, namely, the 
issue of approximate calculation of the integral from functions of three variables is considered in the case when the information about the function is 
given by its traces on the lines. The cubature formula uses an interlineation operator built on the basis of an interflatation operator with auxiliary func-
tions in the form of piecewise constant splines. An estimate of the approximation error of the proposed cubature formula on the class of differentiable 
functions was obtained. The results of the calculation experiment in the computer mathematics system Mathcad are presented. Numerical calculations 
confirm the theoretical statements of the study. 

Key words: numerical integration of functions of many variables, cubature formula, interlineation of functions, interflatation of functions. 

Вступ. Завдяки стрімкому розвитку та впровадженню в життя новітніх інформаційних технологій в бага-
тьох галузях науки та техніки відбулися значні зміни. Зокрема, з’явилися нові математичні теорії, які можуть 
бути ефективно використані при побудові та вдосконалені існуючих математичних моделей різноманітних 
явищ та об’єктів. До таких теорій відноситься теорія нових інформаційних операторів, автором якої є Лауреат 
Державної премії України в галузі науки і техніки, доктор фізико-математичних наук, професор О. М. Литвин. 
Застосування нових інформаційних операторів в цифровій обробці сигналів та зображень привело до появи те-
орії обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних при різних типах задання інформа-
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ції. Зазначена теорія дозволяє наближено обчислювати інтеграли від швидкоосцилюючих функцій багатьох 
змінних у випадку, коли значення неосцилюючого множника підінтегральної функції задаються не тільки в точ-
ках, а і значеннями функції на лініях та площинах. Кубатурні формули у всіх випадках будуються з використан-
ням методу Файлона. Доведено, що на певних класах функцій запропоновані кубатурні формули є оптимальни-
ми за порядком точності. Однак, в цих дослідженнях питанню наближеного обчислення звичайних подвійних чи 
потрійних інтегралів при різних типах задання інформації про інтегральну функцію приділено менше уваги. То-
му дана стаття має на меті дещо усунути ці прогалини. 

 
Аналіз останніх досліджень. Перші спроби використати оператори інтерлінації до наближеного обчис-

лення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій двох змінних були анонсовані в роботах [1 – 2], а в [3] отри-
мані перші оцінки похибки наближеного обчислення коефіцієнтів Фур’є функції двох змінних. Більш вагомі до-
слідження щодо обчислення 2D  коефіцієнтів Фур’є з використанням інтерлінації функцій були зроблені в ро-
ботах [4 – 10]. В цих статтях були представленні дослідження кубатурних формул для наближеного обчислення 
коефіцієнтів Фур’є на різних класах функцій. Кубатурні формули використовували в своїй побудові оператори 
інтерлінанти з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих та лінійних сплайнів. В [11, 12] вперше було 
викладено вищезазначені дослідження з точки зору нових інформаційних операторів, а саме була зроблена кла-
сифікація кубатурних формул за типом задання інформації про неосцилюючий множник підінтегральної функ-
ції. Наближене обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій трьох змінних (в тому числі на прикладі 
3D  коефіцієнтів Фур’є) з використанням нових інформаційних операторів детально представлено в роботах 
[13 – 20]. У цих дослідженнях представлено кубатурні формули з використанням операторів інтерфлетації, ін-
терлінації та інтерполяції з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих та лінійних сплайнів. Такі опера-
тори в своїй побудові використовували сліди функції на взаємно перпендикулярних площинах, лініях та значен-
ня функції в точках. Дослідження про якість побудованих кубатурних формул детально викладено в монографії 
[21]. Застосування теорії нових інформаційних операторів до наближеного обчислення подвійних та потрійних 
інтегралів від швидкооцилюючих функцій загального виду представлено в статтях [22 – 25]. При досліджені пи-
тання наближеного обчислення інтегралів від швидкоосцилюючих функцій багатьох змінних загального виду у 
випадку різних інформаційних операторів, були використані результати робіт [26] та [27], де досліджувались 
тригонометричні інтеграли від функцій двох та трьох змінних. Питанню чисельного інтегрування подвійних та 
потрійних інтегралів з використанням нових інформаційних операторів приділено значно менше уваги. До таких 
досліджень можна віднести [28, 29], де викладено алгоритм побудови кубатурних формул з використанням слі-
дів функції на лініях (в тому числі на оптимально вибраних лініях), а також [30], де розглядалося питання на-
ближеного обчислення потрійного інтегралу, у випадку, коли інформація про функцію задається на взаємно пе-
рпендикулярних площинах. Логічним продовженням досліджень в цьому напрямку є наближене обчислення по-
трійного інтегралу, у випадку, коли інформація про функцію задається на взаємно перпендикулярних лініях. 

 
Постановка задачі. Для наближеного обчислення інтегралу від функцій трьох змінних виду  

1 1 1
3

0 0 0

( , , )I f x y z dxdydz                                                                       (1) 

дослідити кубатурну формулу з використанням оператора кусково-сталої сплайн-інтерлінації, побудованого на 
операторі кусково-сталої інтерфлетації. Інформація про функцію ( , , )f x y z  задається її слідами на лініях. На 

класі диференційовних функцій отримати оцінку похибки наближення кубатурної формули. 
 
Кубатурні формули обчислення інтегралу від функції трьох змінних на основі кусково-сталої сплайн-

інтерлінації. Введемо наступні позначення: 
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Розглянемо оператори  
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Означення. Під слідом функції ( , , )f x y z  на прямій лінії 
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розуміємо ( , , ),k jf x y z z R  .  

 

Сліди функції на інших лініях визначаються аналогічно. Розглянемо оператор кусково-сталої інтерфлетації  
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та оператор кусково-сталої інтерлінації, побудований на основі інтерфлетації 
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       1 2 1 3 2 3 1 2 3, , , , , , , ,J J f x y z J J f x y z J J f x y z J J J f x y z    . 

Для наближеного обчислення інтегралу (1) в роботі [30] розглядалася та досліджувалася кубатурна форму-
ла 

1 1 1
3

0 0 0

( , , ) .Jf x y z dxdydz      

В даній статті мова буде йти про наближене обчислення інтегралу (1) за кубатурною формулою  
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3

0 0 0

( , , ) .J f x y z dxdydz      

Підставимо вираз для оператора кусково-сталої сплайн-інтерлінації, побудованого на основі інтерфлетації, 

та отримаємо відповідну кубатурну формулу: 
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Розглянемо  3,1
1 , ,Н M M M   клас дійсних функцій, визначених на  30,1G   і таких, що частинні похідні 

обмежені, тобто 
     1,0,0 0,1,0 0,0,1( , , ) ,  ( , , ) ,  ( , , )f x y z M f x y z M f x y z M   , 

 

        1,1,0 1,0,1 0,1,1 1,1,1( , , ) ,  ( , , ) ,  ( , , ) ,  ( , , ) .f x y z M f x y z M f x y z M f x y z M     
 

Теорема 1. Для кубатурної формули 
3

  наближеного обчислення 3I  на класі  3,1
1 , ,Н M M M  справедлива 

наступна оцінка:  

   33,1
1 , , ,Н M M M  


3

3 1

64 16

M M 
  

  
. 

 

Доведення. Оцінимо похибку наближення 

33I    
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , )f x y z J f x y z dxdydz      

 
1 1 1

0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z Jf x y z J f x y z dxdydz        

    33 3 3
11 1 1( , , ) , , ( , , ) , ,I m n p m n p m n p m n p       


1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x y z Jf x y z dxdydz Jf x y z J f x y z dxdydz         . 

Знайдемо оцінку першого та другого доданку. 
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2. 
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. 

Отже, 3 3I  


3

1

64

M


+

3

3 1

16

M


=


3

3 1

64 16

M M 
  

  
. Теорему 1 доведено. 

 

Розрахунковий експеримент. Наведемо результати тестування запропонованої кубатурної формули в сис-

темі комп’ютерної математики MathCad. Для функції  , , sin( )f x y z x y z   , для якої  1, 1, 1M M M    

покажемо, що 33
3 3

1 3 1 13 1

64 16 64
I       

   
. 

 

Таблиця 1 – Обчислення 3I  за допомогою кубатурної формули 
3

  
 

 

  
2
1  2

1I  E  2 2
1 1I   

3

1 3 1

64 16
    

  
 

4 0.879353824163323 0.879354930645401 0.000001106482077 0.003173 
9 0.879354922142074 0.879354930645401 0.000000008503327 0.000278 

16 0.879354930376157 0.879354930645401 0.000000000269243 0.000049 
25 0.879354930626902 0.879354930645401 0.000000000018499 0.000013 

 
Перспективи подальших досліджень. В статті розглядається кубатурна формула наближеного обчислен-

ня потрійного інтегралу з використанням оператора кусково-сталої інтерлінації, побудованого на основі куско-
во-сталого оператора інтерфлетації, у випадку, коли інформація про функцію задана її слідами на лініях. Насту-
пним кроком в дослідженні є питання побудови кубатурної формули з оптимальним вибором значень функції 
трьох змінних на лініях.  

 
Висновки. В статті на прикладі використання нових інформаційних операторів в чисельному інтегруванні 

функцій трьох змінних продемонстровано ефективність застосування нових теорій в математичному моделю-
ванні систем та процесів. Нова кубатурна формула, яка в якості даних розглядає сліди функції на лініях, може 
бути корисною при розв’язанні багатьох технічних задач. В статті на класі диференційовних функцій отримано 
оцінку похибки наближеного обчислення інтегралів від функцій трьох змінних запропонованою кубатурною 
формулою. Кубатурна формула використовує оператор інтерлінант, побудований на основі оператора інтерфле-
танта з допоміжними функціями у вигляді кусково-сталих сплайнів, і має високу точність наближення. Прове-
дений розрахунковий експеримент в системі комп’ютерної математики Mathcad підтверджує теоретичні резуль-
тати. 
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