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РЕКОНСТРУКЦІЯ ГАУСОВСЬКИХ ВИПАДКОВИХ ФУНКЦІЙ ЗА ДАНИМИ СПЕКТРУ 

Відомо, що стаціонарний випадковий процес зображується у вигляді суперпозиції гармонічних коливань із дійсними частотами та некоре-
льованими амплітудами. При дослідженні нестаціонарних процесів природною є наявність зростаючих або згасаючих коливань. При цьому 
виникає задача побудови алгоритмів, які дозволяли би конструювати з елементарних нестаціонарних випадкових процесів широкі класи не-
стаціонарних процесів. Природним узагальненням поняття спектру нестаціонарного випадкового процесу є перехід від дійсного спектру у 
випадку стаціонарності до комплекснозначного або нескінченнократного спектру в нестаціонарному випадку. Також виникає проблема опи-
су в межах кореляційної теорії випадкових процесів, у яких спектр не має аналогів у випадку стаціонарних випадкових процесів, а саме, то-
чка спектру дійсна, але у відповідного оператора в операторному зображенні ця точка нескінченної кратності, а також, коли сам спектр ком-
плексний. Реконструкція за комплексним спектром нестаціонарної випадкової функції є досить актуальною проблемою як у теоретичному, 
так і в прикладному аспектах. В статті розроблена процедура реконструкції випадкового процесу, послідовності, поля за спектром для гау-
сівських випадкових функцій. Порівняно до стаціонарного випадку, тут відкриваються більш широкі можливості, наприклад, побудова не-
стаціонарного випадкового процесу з дійсним спектром, який має нескінченну кратність та який може бути розподіленим на всьому скін-
ченному відрізку дійсної осі. Наявність такого спектру приводить, на відміну від випадку стаціонарного випадкового процесу, до появи но-
вих складових у спектральному розкладі випадкових функцій, які відповідають внутрішнім станам «струн», тобто породжуються 
розв’язками систем рівнянь у часткових похідних гіперболічного типу. В статті розглянуто різні випадки спектру несамоспряженого опера-
тора A , а саме, випадок дискретного спектру та випадок неперервного спектру, який розташований на скінченному відрізку дійсної осі, що 
є областю значень дійснозначної неспадної функції ( )a x . Розглянуто випадки ( ) 0a x  , 0( )a x a , ( )a x x  та ( )a x  – кусково-постійна фу-

нкція. Автори вважають перспективними відновлення нестаціонарних послідовностей для різних випадків спектра несамоспряженого опера-
тора A  тому, що спектральні розклади є суперпозицією дискретних або континуальних внутрішніх станів осциляторів із комплексними час-
тотами та некорельованими амплітудами і тому матимуть глибокий фізичний зміст. 

Ключові слова: кореляційна функція, трикутні моделі операторів, нестаціонарні випадкові послідовності і процеси, спектр оператора, 
ранг нестаціонарності, квазіранг. 

О. П. ПРИЩЕНКО, Н. В. ЧЕРЕМСКАЯ 
РЕКОНСТРУКЦИЯ ГАУССОВСКИХ СЛУЧАЙНЫХ ФУНКЦИЙ ПО ДАННЫМ СПЕКТРА 

Известно, что стационарный случайный процесс представляется в виде суперпозиции гармонических колебаний с вещественными частота-
ми и некоррелированными амплитудами. При исследовании нестационарных процессов естественным является наличие возрастающих или 
убывающих колебаний. При этом возникает задача построения алгоритмов, позволяющих конструировать из элементарных нестационарных 
случайных процессов широкие классы нестационарных процессов. Естественным обобщением понятия спектра нестационарного случайно-
го процесса является переход от вещественного спектра в случае стационарности к комплекснозначному или бесконечнократоному спектру 
в нестационарном случае. Также возникает проблема описания в рамках корреляционной теории случайных процессов, у которых спектр не 
имеет аналогов в случае стационарных случайных процессов, а именно, точка спектра вещественная, но у соответствующего оператора в 
операторном представлении эта точка бесконечной кратности, а также, когда сам спектр комплексный. Реконструкция по комплексному 
спектру нестационарной случайной функции является достаточно актуальной проблемой, как в теоретическом, так и в прикладном аспектах. 
В статье разработана процедура реконструкции случайного процесса, последовательности, поля по спектру для гауссовских случайных 
функций. По сравнению со стационарным случаем, тут открываются более широкие возможности, например, построение нестационаого 
случайного процесса с вещественным спектром, который имеет бесконечную кратность и может быть распределен на всем конечном отрез-
ке вещественной оси. Наличие такого спектра приводит, в отличие от случая стационарного случайного процесса, к появлению новых со-
ставляющих в спектральном разложении случайных функций, которые соответствуют внутренним состояниям «струн», то есть порождают-
ся решениями систем уравнений в частных производных гиперболического типа. В статье рассмотрены разные случаи спектра несамосо-
пряженного оператора A , а именно, случай дискретного спектра и случай непрерывного спектра, который размещен на конечном отрезке 
вещественной оси, который является областью значений вещественнозначной неубывающей функции ( )a x . Рассмотрены случаи ( ) 0a x  , 

0( )a x a , ( )a x x  и ( )a x  – кусочно-постоянная функция. Авторы считают перспективными восстановление нестационарных последова-

тельностей для разных случаев спектра несамосопряженного оператора A  потому, что спектральные разложения являются суперпозицией 
дискретных или континуальных внутренних состояний осцилляторов с комплексными частотами и некоррелированными амплитудами и по-
тому имеют глубокий физический смысл. 

Ключевые слова: корреляционная функция, треугольные модели операторов, нестационарные случайные последовательности и про-
цессы, спектр оператора, ранг нестационарности, квазиранг. 

O. P. PRISHCHENKO, N. V. CHEREMSKAYA 
RECONSTRUCTION OF GAUSSIAN RANDOM FUNCTIONS FROM SPECTRUM DATA 

It is known that a stationary random process is represented as a superposition of harmonic oscillations with real frequencies and uncorrelated ampli-
tudes. In the study of nonstationary processes, it is natural to have increasing or declining oscillationсs. This raises the problem of constructing algo-
rithms that would allow constructing broad classes of nonstationary processes from elementary nonstationary random processes. A natural generaliza-
tion of the concept of the spectrum of a nonstationary random process is the transition from the real spectrum in the case of stationary to a complex or 
infinite multiple spectrum in the nonstationary case. There is also the problem of describing within the correlation theory of random processes in which 
the spectrum has no analogues in the case of stationary random processes, namely, the spectrum point is real, but it has infinite multiplicity for the op-
erator image of the corresponding operator, and when the spectrum itself is complex. Reconstruction of the complex spectrum of a nonstationary ran-
dom function is a very important problem in both theoretical and applied aspects. In the paper the procedure of reconstruction of random process, se-
quence, field from a spectrum for Gaussian random functions is developed. Compared to the stationary case, there are wider possibilities, for example, 
the construction of a nonstationary random process with a real spectrum, which has infinite multiplicity and which can be distributed over the entire 
finite segment of the real axis. The presence of such a spectrum leads, in contrast to the case of a stationary random process, to the appearance of new 
components in the spectral decomposition of random functions that correspond to the internal states of «strings», i.e. generated by solutions of systems 
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of equations in partial derivatives of hyperbolic type. The paper deals with various cases of the spectrum of a non-self-adjoint operator A , namely, the 
case of a discrete spectrum and the case of a continuous spectrum, which is located on a finite segment of the real axis, which is the range of values of 
the real non-decreasing function ( )a x . The cases ( ) 0a x  , 0( )a x a  ( ( )a x const ), ( )a x x  and ( )a x  is a piecewise constant function are stud-

ied. The authors consider the recovery of nonstationary sequences for different cases of the spectrum of a non-self-adjoint operator A  promising since 
spectral decompositions are a superposition of discrete or continuous internal states of oscillators with complex frequencies and uncorrelated ampli-
tudes and therefore have deep physical meaning. 

Key words: correlation function, triangular models of operators, nonstationary random sequences and processes, spectrum of an operator, rank 
of nonstationarity, quasi-rank. 

Вступ. Проблема реконструкції за комплексним спектром нестаціонарної випадкової функції є досить ак-
туальною як у теоретичному, так і в прикладному аспектах. Це пов’язано з тим, що природним узагальненням 
поняття спектру нестаціонарного випадкового процесу був би перехід від дійсного спектру у випадку стаціона-
рності до комплекснозначного або нескінченнократного спектру в нестаціонарному випадку. Підставою для та-
кого узагальнення є той факт, що стаціонарний випадковий процес зображується у вигляді суперпозиції гармоні-
чних коливань із дійсною частотою та некорельованими амплітудами, тобто елементарний стаціонарний випад-

ковий процес є гармонічними коливаннями вигляду     0
0, i tt e     , де 0   дійсна частота гармонічних 

коливань. При дослідженні нестаціонарних (перехідних) процесів природною є наявність зростаючих або згаса-
ючих коливань, тому найпростішими нестаціонарними випадковими процесами є процеси вигляду 

    0
0, i tt e     , де 0 0 0i    , 0 0   (якщо 0 0  , то коливання зростають, а якщо 0 0  , то коливан-

ня згасають). При цьому виникає питання про побудову алгоритмів, які дозволяли би складати з елементарних 
нестаціонарних випадкових процесів достатньо широкі класи нестаціонарних процесів. Постає аналогічне пи-
тання з нестаціонарними послідовностями та неоднорідними полями. Окремо виникає проблема опису в межах 
кореляційної теорії випадкових процесів, у яких спектр не має аналогів у випадку стаціонарних випадкових про-
цесів, наприклад, точка спектру дійсна, але у відповідного оператора в операторному зображенні ця точка не-
скінченної кратності, а також, коли сам спектр комплексний. 

Для гаусівських випадкових функцій в статті розроблена процедура реконструкції випадкового процесу, по-
слідовності, поля за спектром. Відзначимо, що порівняно до стаціонарного випадку, тут відкриваються більш 
широкі можливості, наприклад, побудова нестаціонарного випадкового процесу з дійсним спектром, який має 
нескінченну кратність та який може бути розподіленим на всьому скінченному відрізку дійсної осі. Наявність 
такого спектру приводить, на відміну від випадку стаціонарного випадкового процесу, до появи нових складо-
вих у спектральному розкладі випадкових функцій, які відповідають внутрішнім станам струн, тобто породжу-
ються розв’язками систем рівнянь у часткових похідних гіперболічного типу. 

Із задачею відновлення випадкового процесу за спектром тісно пов’язана задача отримання фізичних інте-
рпретацій спектральних розкладів нестаціонарних функцій. У статті продовжено дослідження [7] та розв’язана 
задача отримання спектральних розкладів деяких нових класів випадкових послідовностей та полів. Відзначимо, 
що, використовуючи операцію зчеплення операторів (операторних комплексів), можна розглядати більш складні 
випадки спектрів. 

Аналіз останніх досліджень. Спектральний аналіз унітарних операторів був з успіхом використаний 
А. М. Колмогоровим [1] для побудови кореляційної теорії стаціонарних випадкових послідовностей, а також для 
розв’язку ряду прикладних задач фільтрації та прогнозу стаціонарних випадкових послідовностей. Підхід Кол-
могорова засновано на тому, що кожній стаціонарній випадковій послідовності відповідає послідовність векто-
рів у побудованому спеціальним чином гільбертовому просторі, що дозволяє вивчати нестаціонарні випадкові 
послідовності методами математичного аналізу детермінованих функцій, які приймають значення у відповід-
ному гільбертовому просторі. Пізніше ідеї Колмогорова отримали свій подальший розвиток у працях [2, 3]. 
Особливо істотний внесок в побудову загальної теорії стаціонарних послідовностей у гільбертовому просторі 
зробили А. М. Яглом [4] та Ю. А. Розанов [5]. Спектральна теорія неунітарних операторів, початок якої був по-
кладений в роботі М. С. Лившиця [6], а подальший розвиток отримано в [7 – 19, 21, 22], не могла не з’явитися 
поштовхом до різноманітних застосувань. Одним з таких прикладів ефективних застосувань є реконструкція ви-
падкових процесів та послідовностей за спектром. Для стаціонарних випадкових процесів ця задача розв’язана в 
[1, 4]. Для нестаціонарних випадкових процесів та послідовностей ця задача в такий постановці не ставилась. Ці 
міркування з’явилися спонукальними мотивами до появи даної статті. В процесі дослідження даної теми виник-
ли ряд задач, які мають самостійний інтерес. 

Постановка задачі. Задача реконструкції випадкових процесів (послідовностей) за спектром є однією з 
важливих задач моделювання випадкових функцій. У випадку стаціонарного випадкового процесу ця задача 
розв’язується за допомогою спектральної теорії самоспряжених операторів та зводиться, наприклад, у випадку 
дискретного спектру до побудови спеціальної неспадної функції стрибків зі стрибками в точках спектру. Для 
нестаціонарних випадкових функцій ця задача в такий постановці не ставилась. Для розв’язку цієї задачі при-
родно використати спектральну теорію дисипативних несамоспряжених операторів або стисків. 
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Математична модель. Розглянемо спочатку випадок дискретного спектру. Нехай задана скінченна або 
зліченна множина комплексних чисел  k , які розташовані у верхній півплощині та обмежені у сукупності: 

k C  . Побудуємо дисипативний оператор A , у якого спектр складається з цих точок. Нехай 
2

2
k

k k i


    та 

поставимо додаткову вимогу, щоб 2

1
k

k





  . Для побудови дисипативного оператора розглянемо гільбертів

простір 2l  та оператор   2 2,A l l  наступного вигляду:

   
1

1

1, 2, ...
k

k k j j k
k j

A f f i f k  



   .     (1) 

З (1) видно, що цей оператор будується лише за спектром  k  та його матричне зображення нижнєтрику-

тне. Легко перевірити, що 
   ,
A A

g g
i




  , де 
1

2g



 
   
 
 

, тобто A  має одновимірну уявну компоненту. Але тоді 

крива  t  в 2l  вигляду 
 

0
it A

t e  , де 0 фіксований елемент з 2l , є нестаціонарною кривою з рангом нестаціо-

нарності, що дорівнює одиниці, причому спектр цієї кривої складається з  k . Аналогічно, послідовність  n  в

2l  вигляду   
0

n

n A   є нестаціонарною послідовністю з квазірангом, що дорівнює одиниці та спектром  k .

Використовуючи зображення для функції від оператора A  через його резольвенту, маємо для k  ої компоненти 
 

0
it Ae   (у випадку, коли  

0 g  ) зображення:

   1

1

1

2

k
jit A it k

k k jj

e g e d
i





 


    






 

  . 

Якщо всі j  відмінні, то, обчислюючи за допомогою теорії лишків, цей інтеграл дорівнює сумі лишків в 

особливих точках. Отримуємо 
  

1

j
k

itit A
jk

k j

e g e a



  . Для  n

A g  відповідно отримуємо 

 
1

1

1

2

kn jn k

k k jj

A g d
i 

 
 

    





    
    . 

Та у випадку відмінних j відповідно маємо  
1

kn n
j jk

k j

A g b


   
   , де jit

jke a


, n
j jkb  лишки відповідних 

підінтегральних функцій в особливих точках. 

У випадку, коли 
0 g   обчислення більш громіздкі й тому буде наведений лише остаточний результат:

 
2 11 1

1
0 2

0 0 1

0

1
1 ,

2
1

kk k
jit A it k

k k jj

i a a
e e d

i i

  
  



 
 

      
 

 


  



  
  

                              

  




де 


k
k

k

a



 . Для  0

n
A   відповідно маємо: 

 
2 11 1

1
0 2

0 0 1

0

1
1

2
1

kk kn jn k

k k jj

i a a
A d

i i

  
  



 
  

      
 

 


  



  
  

                                    

  


 , 

де 


k
k

k

a



 . 
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Розглянемо випадок, коли спектр несамоспряженого оператора A  розташовано на скінченному відрізку 

дійсної осі, який є областю значень дійснозначної неспадної функції  a x . Тоді модельним оператором A  є 

оператор, який діє в  
2
0,lL  та набуває вигляду         

0

x

Af x a x f x i f y dy   . Використовуючи результати ро-

боти [20] про зображення резольвенти, для кривої 
 

0
it A

t e   маємо: 

   
2

( )( )
0 0 0

0

1
( ) ( )

2

x dy
x

a yit A ita x ite e x e e d d
x

 



     
 




 
 

     
 

  . 

Відзначимо, що крива ( )
0 ( )ita xe x  є стаціонарною кривою у гільбертовому просторі  

2
0,lL .

Аналогічно для   
0

n

n A   отримуємо: 

  



2

( )0
0 0

0

( )1
( )

2 ( )

x dy
x

n a yn
n

x
A i e d d

i a x x
 




      

  




 
 

       
 

  , 

або 

    
2

( )
0 0

0

1
( ) ( )

2

x dy
x

a yn n
n a x x i e d d

x i
 



      
 




 
 

      
 

  , 

де перший доданок є ганкелевою послідовністю у  
2
0,lL , через те, що її кореляційна функція дорівнює

         
 

    2
0,

2

0 0 0
0

,
l

l
n m n m

L
a x x a x x a x x dx    , тобто залежить від суми n m .

Розглянемо випадки: 

1.   0a x  ,

       10 0 0
0

( ) ( ) 2 ( )
x

it A
n

t
u x e x J t x d

x
     


   

 , 

де  
2

1 2
0

( 1)

2 2 !( 1)!

k k

k
k

y y
J y

k k









  функція Бесселя I-го роду 1-го порядку,  2y t x   ; 

2.   0a x a ,

       0 0
10 0 0

0

( ) ( ) 2 ( )
x

ita ia tit A
n

t
u x e e x e J t x d

x
     


   

 ; 

3.  a x x ,

       10 0 0
0

( ) ( ) 2 ( )
x

it A itx itx
n

t
u x e e x e J t x d

x
     


   

 ; 

4. Нехай  a x  – кусково-постійна функція вигляду 
1 1

2 1 2

3 2

, 0 ;

( ) , ;

, 1.

b x a

a x b a x a

b a x

 
  
  

Можливі шість випадків взаємного розташування точок x   з інтервалу  0;1  відносно точок 1a  та 2a .

Розглянемо лише найскладніше розміщення, при якому інтервал  ; x  містить розриви 1a  та 2a .

Нехай 1 20 1a a x     , тоді 

             
2

1 2 3 3 1 2 2 3 10 0
0

1
( ) , , , , , , , , , , , ,

2

y
n

n a x x n x b b b n x b b b n x b b b d
x

       
 


   

  ; 
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 
 
 

2 1 2

2 3

1

( 1)

1
1 2 3

1

, , , , 2
! 1 !

na a y an
ix i i

b b

n
b

i a
n x b b b i e

n n


 




 

   
 




       
   

  

  22 1 2 1

1 31 1 2 1 1 2
1

1 1 1
1

1 1

2 ( ) ( )
!( 1)!

y an a a a a
nii i

b bixb b b j ixb b bn n j
n

n j

i a
i e ix e e C e ix e

n n




  
   


 

         
  

 

 
 

 
 

   
 

2 2 1

1 3 1 22

1 1 1 21 3 1 3

1 1
;

!

y a S a aj Kj ji i
b b b bK

jj S K
S K

i y a
e S j C e

b bb b S b b

 
 

 

         
 

   

 
 

   
 

 
 

 
2

1 32 1 2

1 11 2 1 3 1 3

1
, ,

! !

y aS Sj k j kK i
b b

S j k S
S S

i a a i y a
S K e S j K

S b b b b S b b

  



 

              
   

  , 

де      
 

1

0

1 !
, 1

1 !

S
r r

S
r

S r l
S l C

S r





  
  

  . 

Відзначимо, що, використовуючи операцію зчеплення операторів (операторних комплексів), можна розгля-
дати більш складні випадки спектрів. 

Використовуючи перетворення Келі можна відновити за спектром нестаціонарну випадкову послідовність, 

у якої  dim 1I T T H  , де 2H l  гільбертів простір,  2 2,T l l  оператор, який діє в цьому просторі, а дис-

кретний спектр j  міститься всередині одиничного кола комплексної площини. Дійсно, із загального зобра-

ження   1
0 0

1

2
n n

n T T I d
i 

     


    ,  2 2,T l l , вважаючи для простоти, що 0 e  , де е каналовий

елемент оператора Т  ,I T T e e   , та враховуючи, що резольвенту   1
T I   можна зобразити у вигляді 

    
1

1 1 1

1 1
T I A iI A i I


 


        

та, відповідно, 


1

2
A

e A iI g
   

 
,   1,1,...

A
g  , де A  перетворення Келі оператора Т. Це перетворення є не-

самоспряженим оператором із 
2dim 2 Im 1Al   та спектром 

1
, 1

1
j

j j
j

i


 



 


, який розташовано у верхній пів-

площині. Використовуючи трикутну модель оператора A  для  n k
  остаточно отримуємо:

   
2 1

1

1 1

2 1

n k
jk jn

n k k
k jj j

T e d
i 

  
    





 
  

  . 

За допомогою аналогічних міркувань можна відновити нестаціонарну послідовність у тому випадку, коли її 
спектр розташовано на неперервній дузі одиничного кола: 

     
     

 
     0

1

1 10
0

2

2 1 1

x dt
i

t in n
n

x
x T x e d

i t i


  

   
   




  
 

 
       

 

 , 

де    
2 2
0, 0,,l lT L L    ,  x  – неспадна дійснозначна функція.

Маючи модельні зображення для 
 

0
it Ae   або  0

n
A   легко підрахувати відповідні кореляційні функції.  

Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспективними відновлення нестаціонарних по-
слідовностей для різних випадків спектра несамоспряженого оператора A . При цьому необхідно мати на увазі, 
що спектральні розклади матимуть глибокий фізичний зміст, якщо ці розклади являтимуть собою суперпозицію 
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дискретних або континуальних внутрішніх станів осциляторів із комплексними частотами та некорельованими 
амплітудами. У випадку нескінченнократного спектра слід очікувати появу членів у спектральному розкладі, які 
відповідають істотно новим, у порівнянні зі стаціонарними випадковими процесами, станам. Ці стани, у свою 
чергу, відповідають системам, що розподіляються: узагальнені струни, які породжуються рівняннями з частин-
ними похідними вигляду: 

2 2

0 0 02 2
2

u u u
a b c u

tt x

  
  

 
  або  

2

0
u

u
t x


 

 
. 

Підкреслимо, що побудову кореляційної теорії випадкових полів можна зв’язати з теорією систем двічі пе-
реставних операторів. Це дозволить вивчати випадкові поля методами, аналогічними кореляційній теорії випад-
кових послідовностей та процесів.  

Висновки. Таким чином, в даній роботі розв’язана задача реконструкції нестаціонарних випадкових про-
цесів (послідовностей) за спектром. Розглянуто різні випадки спектру несамоспряженого оператора A , а саме 
випадок дискретного спектру та випадок неперервного спектру, який розташований на скінченному відрізку 

дійсної осі, що є областю значень дійснозначної неспадної функції  a x . Розглянуто випадки   0a x  , 

  0a x a ,  a x x  та  a x  – кусково-постійна функція.

Слід відзначити, що модельні зображення для нестаціонарних випадкових процесів та послідовностей 

(
 

0
it Ae   або  0

n
A  ) можна використати для побудови конкретних моделей нестаціонарних випадкових процесів, 

які можна застосувати для інтерпретації статистичних даних.  
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