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СТІЙКІСТЬ ТА АВТОКОЛИВАННЯ ЕЛЕКТРОННОЇ ЗАМКНЕНОЇ СИСТЕМИ 
СТАБІЛІЗАЦІЇ КУРСУ АВТОМОБІЛЯ З ЦИСТЕРНОЮ 

Для опису збуреного руху автомобіля з цистерною складено математичну модель, яка дозволяє врахувати коливання вільної поверхні рідини 
та визначити їх вплив на курсову стійкість автомобіля при сталому русі та під час термінового гальмування. Виконано лінеаризацію моделі  і 
отримано рівняння для власних частот коливань електрогідромеханічної системи, що об’єднує динамічні зміни параметрів руху автомобіля з 
цистерною, парціальних прошарків рідини у цистерні та роботу електромагнітного приводу керуючого клапана і електронного ПІД-
регулятора для двоконтурної системи курсової стійкості. На основі лінеарізованої моделі збуреного руху автомобіля, оснащеного системою 
курсової стійкості, досліджується вплив вимушених коливань рідини на область стійкості, побудовану в площині варійованих параметрів ре-
гулятора. Показано, що низькочастотні коливання вільної поверхні рідини призводять до суттєвого скорочення області стійкості замкненої си-
стеми курсової стабільності автомобіля, що свідчить про необхідність врахування коливань при вирішенні задач аналізу і синтезу системи. 
Встановлено, що для автомобіля з цистерною, де відбуваються низькочастотні поперечні коливання рідини, які супроводжуються перерозпо-
ділом маси і збурюють рух, збільшення курсової швидкості однозначно призводить до погіршення курсової стійкості. Ця обставина дозволила 
виключити цю швидкість із числа варійованих параметрів і суттєво спростити задачу. З’ясовано, що рівень рідини в цистерні, з урахуванням 
його зв’язку з максимальною швидкістю руху, оказує неоднозначний вплив на курсову стійкість автомобіля, і обмежувати дослідження лише 
розрахунками для випадку 50 % навантаження неприпустимо. Замість цього традиційного спрощення треба знаходити лінію, яка огинає звер-
ху ті межі, що відповідають багатьом рівням рідини із діапазону їх зміни. Показано, що динаміка термінового гальмування слабо залежить від 
в’язкості рідини у цистерні, але при довгостроковій безперервній роботі системи керування гальмами виникають автоколивання. Запропоно-
вано метод настроювання параметрів електронного регулятора на забезпечення автоколивань малої амплітуди. 

Ключові слова: коливання рідини в цистерні, асимптотична стійкість, автоколивання, система курсової стійкості, область стійкості, 
варійовані параметри регулятора. 
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УСТОЙЧИВОСТЬ И АВТОКОЛЕБАНИЯ ЭЛЕКТРОННОЙ ЗАМКНУТОЙ СИСТЕМЫ 
СТАБИЛИЗАЦИИ КУРСА АВТОМОБИЛЯ С ЦИСТЕРНОЮ 

Для описания возмущенного движения автомобиля с цистерной составлена дискретная математическая модель, которая позволяет учесть ко-
лебания свободной поверхности жидкости и определить их влияние на курсовую устойчивость автомобиля при равномерном движении и во 
время экстренного торможения. Выполнена линеаризация и получено уравнение для собственных частот колебаний электрогидромеханиче-
ской системы, объединяющей динамические изменения параметров движения автомобиля с цистерной, парциальных слоев жидкости в цис-
терне и работу электромагнитного привода управляющего клапана и электронного ПИД-регулятора для двухконтурной схемы обеспечения 
курсовой устойчивости. На основе линеаризованной модели исследуется влияние вынужденных колебаний жидкости на область устойчивости 
системы, построенной в плоскости варьируемых параметров регулятора. Показано, что низкочастотные колебания свободной поверхности 
жидкости приводят к существенному сокращению области устойчивости, что свидетельствует о необходимости  учета таких колебаний при 
решении задач анализа и синтеза этой системы. Установлено, что для автомобиля с цистерной, где происходят низкочастотные поперечные 
колебания жидкости, которые сопровождаются перераспределением массы и возмущают движение, увеличение курсовой скорости однознач-
но приводит к ухудшению курсовой устойчивости. Это обстоятельство позволило исключить скорость из переменных параметров и сущест-
венно упростить задачу. Установлено, что уровень жидкости в цистерне, с учетом его связи с максимальной скоростью движения, оказывает 
неоднозначное влияние на курсовую устойчивость автомобиля, и ограничивать исследования расчетами для 50 % нагрузки недопустимо. Вме-
сто этого традиционного упрощения надо находить линию, которая огибает сверху те границы устойчивости, которые соответствуют многим 
уровням жидкости из всего диапазона их изменения. Показано, что динамика экстренного торможения слабо зависит от вязкости жидкости в 
цистерне, но при длительной непрерывной работе системы управления тормозами в ней возникают автоколебания. Предложен метод настраи-
вания параметров электронного регулятора на автоколебания малой амплитуды. 

Ключевые слова: колебания жидкости в цистерне, асимптотическая устойчивость, автоколебания, система курсовой устойчивости, 
область устойчивости, варьируемые параметры регулятора. 

YE. YE. ALEKSANDROV, T. YE. ALEKSANDROVA, A. L. GRIGORIEV, YA. YU. MORHUN 
STABILITY AND VIBRATIONS OF THE ELECTRONIC CLOSED 
SYSTEM STABILIZING THE COURSE OF A CAR WITH A TANK 

To describe the disturbed movement of a car with a tank, a discrete mathematical model has been compiled, which allows one to take into account the 
oscillations of the free surface of the liquid and determine their effect on the directional stability of the car during uniform movement and during 
emergency braking. Linearization is carried out and an equation is obtained for the natural frequencies of oscillations of the electrohydromechanical 
system, which combines dynamic changes in the parameters of the movement of a car with a tank, partial layers of liquid in a tank and the operation of 
an electromagnetic drive of the control valve and an electronic PID controller for a two-circuit scheme to ensure directional stability. It is shown that 
low-frequency oscillations of the free surface of liquid lead to a significant reduction in the stability region, which indicates the need to take such 
oscillations into account when solving problems of analysis and synthesis of this system. It has been established that for a car with a tank, where low-
frequency transverse oscillations of the liquid occur, which are accompanied by redistribution of mass and disturb the movement, an increase in the speed 
unambiguously leads to a deterioration in road-holding ability. This made it possible to exclude the speed from the variable parameters and significantly 
simplify the task. It was found that the liquid level in the tank, taking into account its connection with the maximum speed, has an ambiguous effect on 
the road-holding ability of the vehicle, and it is unacceptable to limit the research to calculations for 50 % of the load. Instead of this traditional 
simplification, it is necessary to find a line that bends from above those stability boundaries that correspond to many liquid levels from the entire range of 
their variation. It is shown that the dynamics of emergency braking weakly depends on the viscosity of the liquid in the tank, but with long-term 
continuous operation of the brake control system, self-oscillations appear in it. A method for tuning the parameters of an electronic regulator for low-
amplitude self-oscillations is proposed. 

Key words: fluid vibrations in a tank, asymptotic stability, self-oscillations, vehicle stability system, area of stability, varying controller pa-
rameters. 
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Вступ та кінцева мета дослідження. На сучасних легкових та вантажних автомобілях все частіше встанов-
люють електронні системи керування паливоподачею, гальмами, тиском повітря у шинах, та іншими робочими 
параметрами і процесами [1 – 3]. Щодо автомобілів військового або так званого подвійного призначення [4] (зок-
рема, для автомобілів з цистернами для перевезення палива і мастильних матеріалів, що виступають як об’єкт до-
слідження, рис. 1), то для них існують зрозумілі обмеження в використанні електроніки в паливній системі та ре-
гуляторі двигуна. Проте ці обмеження не поширюються на системи, які у процесі керування автомобілем грають 
допоміжну роль, і їх руйнування від інтенсивного електромагнітного імпульсу не є критичним для цього проце-
су. 

 

Рис. 1 – Паливозаправник КрАЗ-63221 з цистерною АПЦ-20 валізної форми. 
 

Рис. 2 – Системи координат: 
OXY  – інерціальна; 1O xy  – 

пов’язана із центром 
мас автомобіля; 

2O  – центр цистерни. 

Дотримання високих показників безпеки руху є однією з основних 
проблем сучасного автомобілебудування. Стан автомобільних шляхів Укра-
їни сприяє підвищеній аварійності автотранспорту у порівнянні з країнами 
Євросоюзу та США. Режим термінового гальмування при появі на шляху 
непередбачених перешкод може призвести до втрати зчеплення коліс з до-
рогою і відхиленню автомобіля від заданого напряму руху.  

Тому на сучасних автомобілях широко поширені системи автоматич-
ного керування гальмами, які містять дві або три паралельно працюючи сис-
теми: 

 автоблокувальну систему ABS, що запобігає блокуванню коліс при
різкому натисканні на педаль гальмів;

 протибуксувальну систему TRC, що запобігає буксуванню ведучих
коліс при різкому натисканню на педаль керування подачею пали-
ва;

 систему курсової стійкості VSC, яка здійснює стабілізацію заданого
напрямку руху автомобіля під час термінового гальмування.

Крім того, на багатьох легкових і деяких вантажних автомобілях можна зу-
стріти й систему курсової стійкості EBD [5 – 12], яка за рахунок рівномірно-
го розподілу гальмівних зусиль здійснює стабілізацію курсових параметрів 
сталого руху на прямих або радіусних ділянках шляху і, тим самим, суттєво 
допомагає водію під час складних та довгострокових рейсів. На відміну від 
VSC, яка вмикається на період гальмування, система EBD працює тривалий 
час (постійно). 

Досвід керування автомобілями, які оснащено горизонтальними ємнос- 
тями для транспортування рідини (цистернами), свідчить, що вони найбільш вразливі до втрати стійкості в про-
цесі термінового гальмування, яка призводить до тяжких аварій з виливом в навколишнє середовище рідких па-
ливних матеріалів і агресивних речовин. Низькочастотні коливання вільної поверхні транспортуємої рідини мо-
жуть впливати й на процеси стабілізації курсових параметрів в автомобілях, які оснащено системами курсової 
стійкості EBD. Тому кінцевою метою розпочатого авторами циклу досліджень є вивчення впливу цих коливань 
на курсову стійкість автомобіля та їх врахування при оптимальному виборі параметрів відповідної електронної 
системи керування типу VSC або EBD. 

Огляд наявних результатів та актуальні задачі дослідження. Системи курсової стійкості можуть бути 
одноконтурними та двоконтурними. В одноконтурних системах здійснюється стабілізація напрямку руху, а в 
двоконтурній системі, окрім того, здійснюється також мінімізація бічного зсуву центра мас автомобіля. В робо-
тах [13, 14] описано математичну модель збуреного руху автомобіля в процесі термінового гальмування з ура-
хуванням роботи замкненої двоконтурної системи курсової стійкості типу VSC: 
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де t  – це час; ( )V t  – курсова швидкість руху центру мас (рис. 2); ( )t  – кутове відхилення власної поздовжньої 
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вісі автомобіля відносно заданого напрямку руху; ( )p t  – різниця тисків гальмівної рідини в магістралях право-
го і лівого бортів автомобіля; ( )y t  – бічне відхилення центру мас від заданої траєкторії руху в режимі гальму-
вання; 0 ( )p t  – тиск гальмівної рідини на виході головного гальмівного циліндру; сf  – приведене значення кое-
фіцієнту спротиву кочення усіх коліс автомобіля; g  – прискорення вільного падіння; ( )cm t  – момент сил спро-
тиву повороту; M  – повна маса автомобіля; zJ  – момент інерції автомобіля відносно його власної вертикальної 
вісі; B  – ширина колії; кJ  – момент інерції коромисла електромагніта у електромагнітному підсилювачі (ЕМП); 

кf  – коефіцієнт в’язкого тертя у вісі коромисла; кс  – коефіцієнт жорсткості пружини, що фіксує коромисло у 
нейтральному стані; Гк , ик  – коефіцієнти пропорційності; , , yK K K   – коефіцієнти підсилення регулятора, 
які за своїм фізичним сенсом приймають деякі позитивні значення (а при відсутності регулювання дорівнюють 
нулю); ( )U t , ( )I t  – напруга і електричний струм у ланцюгу керування, що виробляються системою курсової 
стійкості автомобіля; ,об обR  – індуктивність котушки та електричний опір ланцюга. 

Як зазначено, коливання вільної поверхні транспортуємої рідини можуть впливати на процеси стабілізації 
напрямку руху автомобіля при його терміновому гальмуванні. Метою роботи [15] було дослідження впливу цих 
коливань на курсову стійкість автомобіля. Використовувати для цього розрахунок рідини за методом кінцевих 
елементів, як це зроблено в роботі [16], було визнано недоцільним, тому для дослідження зазначеного впливу 
було створено дискретну математичну модель збуреного руху автомобіля з урахуванням поздовжніх та попере-
чних коливань парціальних шарів рідини [17], яка має наступний вигляд: 

0
1 1

2 2

2 ( ) ; [( ( )) ] ( ) ; ;
2

( ) ( 1, ) ; ( ) ( 1, ) ; ( ),

 

     
 


               


                   

    

      

n m
x y

Г k k с c Г l с п l l с l c
k l

x x y y
k k k k k l l l l l к к к

BM V к p t m x f M g J к p m L f H h y f g y M t y V

x x x V k n y y y V L l m J p f p с p U t
 (2) 

де ( )kx t , ( )ly t  – це поздовжнє та поперечне зміщення центрів мас парціальних осциляторів від вертикальної ві-
сі цистерни; x

km , y
lm  – маси цих (парціальних) шарів рідини,
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( )cM t  – момент сил, що збуджує коливання; рідM  – загальна маса рідини в цистерні, рідM ab h ;   – щіль-

ність рідини; ,a b  – довжина та ширина цистерни; h  – рівень рідини в цистерні; x
k , y

l , x
k , y

l , x
k , y

l  – хви-
льові числа, кругові і власні частоти парціальних осциляторів для поздовжніх та поперечних коливань рідини, 

(2 1) / , (2 1) /yx
k lk a l b       ; th( ) , th( )y y yx x x

k k k l l lg h g h       ; / (2 ) , / (2 )yx x x
k k k k       ;

x
k , y

l  – коефіцієнти дисипації парціальних осциляторів, 

2 , 2y yx x
k k l lf f       ; 

f  – логарифмічний декремент затухання коливань рідини; L  – відстань 1 2O O  між центром мас автомобіля та 
вертикальною віссю цистерни; пH  – відстань від колісної вісі до днища цистерни; lh  – відстань від днища цис-
терни до центру мас l  того парціального прошарку для поперечних коливань, 

th ( / 2)y
l

l y
l

h
h h




  . 

У рівняннях системи (2) складові суми описують моменти сили інерції та тяжіння, які діють з боку l  того 
парціального шару рідини на стінки цистерни та передаються до площадок контакту шин із ґрунтом, де й впли-
вають на зміну параметрів розвороту автомобіля. Відповідно до рекомендацій роботи [17], при розрахунку кож-
ної групи коливань використовувалося перші три парціальні осцилятори, тобто числа , 3n m  .  

Система (2) моделює розімкнену систему, коли, діючи через момент ( )cM t , керуюча напруга ( )U t  спочатку 
збуджує поперечні коливання, а потім намагається нівелювати їх негативний вплив. На рис.3 наведено типовий 
графік зміни сигналу керування, який було використано при порівняльному розрахунковому дослідженні процесу 
гальмування у двох випадках: 

 з урахуванням коливань рідини за допомогою диференціальних рівнянь системи (2);
 без урахування коливань рідини (для так званого затверділого вантажу тієї ж ваги).
На рис. 4 наведено графіки процесів стабілізації корпусу паливозаправника КрАЗ-63221 з цистерною місткі-

стю 320м , яка була заповнена дизельним паливом до рівня 0.7мh   (тобто приблизно наполовину). Іншу інфо-
рмацію про цей заправник надано у табл. 1. Автомобіль знаходився в режимі гальмування з середнім прискорен-
ням 21.8м /сcW    та рухався по прямому шляху з початковою швидкістю 0 18м/сVx  . 
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Рис. 3 – Сигнал ( )U t  керування електромагнітом системи 
стабілізації руху автомобіля та тиск у гальмах 0 ( )p t . 

Рис. 4 – Порівняння характеристик ( )y t , ( )t  курсової 
стійкості для двох моделей інтенсивного гальмування. 

а 

б 

Таблиця 1 – Основні технічні та деякі динамічні 
параметри паливозаправника КрАЗ-63221 

 

Параметр Величина 
Суха маса, кг 10700 

Максимальна вага вантажу, кг 18000 
Розміри цистерни  a b H , м 6 2.4 1.4 

Ширина колії, м 2 
Максимальна швидкість при перевезенні 

310м  пального, м/с  18 

Моменти інерції при завантажені на 50% : 
2, кг мzJ  
2, кгмxJ  

Рис.10 
414.8 10

43 10  

Радіальна жорсткість шини, Н/м 510 10  

Бічна жорсткість шини, Н/м 52.5 10  
Коефіцієнт спротиву коченню коліс сf  0.09 

Власна частота коливань нахилу, Гц 2…5 
Коефіцієнт дисипації для коливань нахилу 

, Нмсrf  
51 10

Власна частота коливань зсуву, Гц 1.5…2.2 
Коефіцієнт дисипації для коливань зсуву 

, Н сf  
35 10  

Власні частоти парціальних осциляторів для по-
здовжніх і поперечних коливань, Гц рис.5 а,б 

Відносні маси парціальних осциляторів для поз-
довжніх і поперечних коливань рис.6 а,б 

Логарифмічний декремент затухання 
коливань парціальних осциляторів f 0.05 

 
Рис. 5 – Залежність власних частот перших 

трьох осциляторів від рівня палива у цистерні. 

а б 
 

Рис. 6 – Залежність відносної маси рідини, яка рухається у одному, двох та трьох 
перших парціальних прошарках, від рівня рідини в цистерні. 

Відхилення від прямолінійної траєкторії відбувалося завдяки різниці тисків в гальмах правого та лівого бо-
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рту, яка під дією сигналу керування виникла після моменту часу 0 2t c  (рис. 3) та спостерігалася до кінця га-
льмування. Графіки 1, 1y   враховують вплив коливань рідини; графіки 2, 2y   цей вплив не враховують. 

x

y

( )V t

( )t

O

L
1O

X

Y( )y t

( )x t
2O

1O

B

y

z
Z

( )t

*
1O

( )t

Y

Рис. 7 – Параметри гальмування паливозаправника 
КрАЗ-63221 з цистерною АПЦ-20  

(при транспортуванні 8.5 т дизельного пального). 

Рис. 8 – Динамічні параметри уточненої моделі 
( 1O  – положення центру мас за умови 

відсутності бічного зсуву шин). 

Порівняльний аналіз кривих на рис. 4, а також графіку прискорення на рис. 7, приводить до наступних ви-
сновків:  

 спостерігається суттєвий негативний вплив коливань вільної поверхні транспортуємої рідини на стабі-
лізуємий поперечний рух автомобіля – паливозаправника та на плавність процесу гальмування;

 необхідно врахувати ці коливання в математичній моделі збуреного руху автомобіля при розгляданні
задач аналізу і синтезу системи курсової стійкості.

У цьому зв’язку, головною задачею роботи являється дослідження впливу вимушених коливань транспор-
туємої рідини на область стійкості замкненої системи курсової стійкості автомобіля і рекомендації щодо вибору 
припустимих значень варійованих параметрів регулятора замкненої системи VSC або EBD, які треба враховува-
ти на етапі оптимізації зазначених параметрів [18]. Проте, рух до цієї мети розпочнемо з деяких уточнень мате-
матичної моделі (2), у якій треба врахувати наступні добре відомі [17, 19] і нові [20] фактори: 

 обертальний рух цистерни у горизонтальній площині призводить до кутових коливань рідини навколо
вісі 2O Z  (рис. 8); 

 декремент загасання коливань рідини не є постійною величиною і суттєво залежить від її в’язкості та
амплітуди коливань; 

 поперечні перетікання рідини супроводжуються бічним нахилом цистерни та її поперечним зсувом
(рис. 8), що створює нові збурюючи чинники. 

Після врахування цих факторів будемо визначати їх вплив на динамічні параметри термінового гальмування 
(що важливе для розробки системи VSC) та на асимптотичну стійкість системи EBD.  

Математичні моделі та формули для врахування уточнень. Кутові коливання рідини у площині її віль-
ної поверхні формуються потенціалом Жуковського [19], який для прямокутної ємності описується формулою 

2 2

3
0

sh( / )sin( / ) sh( / ) sin( / )( 1)( , ) 4
ch(0.5 / ) ch(0.5 / )( )

k
k k k k

k kk k

a y a x a b x b y bx y
b a a b

   
 





 
    

  
 , 

де  1 2k k    , а початок системи координат 2xO y  розташований в центрі цистерни.
В роботі [17] цей складний потенціал замінюється апроксимацією ( , )x y x y   , проте існує кращій шлях. 
На рис. 9 показано, як виглядає потенціал Жуковського для цистерни валізного типу, що має вільну поверх-

ню 6 м 2.4м . Аналіз цього рисунку спонукає до наступного спрощення. Умовно поділимо цистерну на три сек-
ції – центральну (з розмірами 2.4м 2.4 м ) та дві крайні (з розмірами 1.8м 2.4 м ). Складним обертальним ру-
хом рідини в центральній секції допустимо знехтувати, а у крайніх секціях (де лінії рівня витягуються поздовж-
ньо та мають приблизно однаковий зазор) будемо вважати, що рідина рухається поступально у поперечних на-
прямках, що створює обертальний момент навколо вертикальної осі інерції цистерни. Одним із наслідків такого 
спрощення стає ідентичність частот поперечних та крутильних вільних коливань рідини. 

В рамках такої концепції відстань c  між вертикальною віссю цистерни та центром її обертальної маси, а 
також моменти інерції lJ  обертальних мас для парціальних осциляторів знаходимо за формулами: 
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2 2
2 2 ;

12
a ab bc  

 2 , ( 1,3 )y
l lJ m c l  ,  де  2 2

2 th ( )
;

( 0.5)

y
y l

рідl y
l

h
m M

h l


 



 2 2a bc c

b


 . 

 

Рис. 9 – Лінії рівня потенціалу Жуковського для задачі щодо повільного обертання прямокутної цистерни. 

Як зазначено у табл. 1, графіки, що показані на рис. 4, 7, було отримано при розрахунках коливань рідини з 
постійним значенням логарифмічного декременту загасання 0.05f  . В статті [20] надано формулу для розра-
хунку цього декременту для n  того парціального прошарку рідини у прямокутній області. Якщо знехтувати 
дисипативним впливом сил поверхневого натягу (що, зважаючи на великі розміри автомобільної цистерни, є 
припустимим), то ця формула для декременту поздовжніх коливань матиме наступний вигляд: 

( ) ( , / ) ( / )n n n рід n nf X h a X a      , 
де 

 
  
 

I
2

1 2
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sh 22
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n x
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b k h aa
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 



 
    

  
;  1.1 n

n
X

k
a

   ;  th( )x x x
n n ng h   ; x

n
k

a


  ; 2 1k n  ; 

Рис. 10 – Залежність змінних коефіцієнтів 
моделі від наповнення цистерни. 

рід  – кінематична в’язкість рідини; nX  – амплітуда (за середнє

квадратичною нормою простору 2L ) коливального зсуву парціаль-
ного прошарку рідини, змінне значення якої відповідає диферентіа-
льному рівнянню  

2
2 21 n
n nx

n

dX X x
dt

  . 

Якщо розміри ,a b  змінити місцями, отримуємо аналогічні фо-
рмули для декременту поперечних коливань. 

Зауважимо, що у дизельного пального, бензину, керосину та 
більшості інших нафтопродуктів в’язкість мала, тому основний де-
кремент 1

  має порядок 0.01, і вільні коливання рідини загасають 
дуже повільно.  Через що система керування гальмами типу  EBD 

може втрачати стійкість, і це потребує уважного аналізу. Проте на вимушені коливання під час термінового га-
льмування, в чому ми будемо переконуватися у подальшому дослідженні, сила тертя між мало в’язкою рідиною 
та цистерною майже не впливатиме.  

При перевезенні моторного палива та олив їх в’язкість необхідно враховувати в обох випадках. 
Окрім розрахунку бічного нахилу цистерни та її поперечного зсуву, що включається до моделі цілком зро-

зумілим способом і пояснень не потребує, існує й інший чинник курсової нестійкості автомобіля, про який часто 
забувають; так, його нема і у системі рівнянь (2). Крутний момент з боку центробіжної сили та коливального ти-
ску рідини, в значній мірі, гаситься моментом спротиву поперечному зсуву у шинах, проте це відбувається не 
повністю. В результаті на шини лівого та правого борту прикладаються різні за напрямом поздовжні зусилля, 
які ведуть до додаткового розвороту автомобіля. Тому при розрахунках треба використати  ефективний коефіці-
єнт передачі зусилля  , який визначається за формулою: 

3 3
2 2

1 1
1/ 1 4 ( / ) /j j j c

j j
A B n n f
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 
    
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де , , 1,3j jA n j  – це відстані від центру мас 1O  до мостів автомобіля та відповідні кількості шин (рис. 10). 

Уточнена математична модель збуреного руху автомобіля з цистерною. У відповідності до робіт [15, 
16, 21] математична модель збуреного руху замкненої двоконтурної системи курсової стійкості автомобіля в 
процесі гальмування на прямому шляху з урахуванням поперечних та крутильних коливань рідини в цистерні, а 
також бічного зсуву шин та повороту корпусу в поперечній площині,  може бути записана у наступному вигляді: 

 02 x
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2
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;рідM f Z Mg MV F             (8) 
(3) (4)

. . ;x r r ц м ц м piд piдJ f Z B Mg h h M V M M              (9) 

к к к и обJ p f p с p к R I       ;   об обI R I U   ;  yU K K K y     ,  (10) 

де 
3

1
рід l l

l
F m y


  ;  

3
(1)

1
l lpiд

l
M L m y


    ;  

3
(2)

1
;l lрід

l
M J 


   

3
(3)

1̀
( )l l п lрід

l
M m y H h


   ; 

3
(4)

1
l lрід

l
M g m y


 ;       (11) 

2
.x x ц мJ J h M   ;  .l l ц мh h h   ;  2 ( ); 2 ( ); 2 ( )y y yx x

k k k k l l l ll l l lf X f Y f c            . 
 

Таблиця 2 – Основні параметри електромагнітного приводу 
 

Параметр Величина 
Індуктивність котушки , Ом соб   0.15 

Електричний супротив ланцюга , ОмобR 30 
Постійна часу для електромагніту , соб , м 0.005  

Момент інерції коромисла 2, кгмкJ 20.98 10
Коефіцієнт жорсткості пружини коромисла, , Н мкс  21.01 10  

Коефіцієнт в’язкого тертя в опорі коромисла 
, Н мскf  0.55  

Власна частота коливань коромисла, Гц 16 
Логарифмічний декремент загасання 

коливань в ЕМП 1.7  

Коефіцієнт підсилення 1, Нм Па Вик  61.0 10   
 

Рис. 11 – Чинник збудження поперечних коливань. 

Окрім позначень, що були пояснені вище, xJ  – це момент інерції автомобіля відносно його власної горизо-
нтальної вісі (рис. 10); .ц мh  – підйом центру мас 1O  відносно колісної вісі; ( ), ( )t t   – кут нахилу та бічний зсув 
автомобіля внаслідок пружності шин; rZ  – сумарний коефіцієнт радіальної жорсткості шин одного борта; Z  – 
сумарний коефіцієнт бічної жорсткості усіх шин автомобіля; ,rf f  – коефіцієнти дисипації енергії при радіаль-
них та бічних деформаціях шин; ( )l t  – кутове зміщення центрів мас парціальних осциляторів (відносно верти-
кальної вісі цистерни). Зауважимо, що ми виокремили рівняння (3) у самостійну систему, бо при русі по прямо-
му шляху поперечні та крутильні коливання автомобіля не впливають на його курсову швидкість, і систему (3) 
можна інтегрувати незалежно від іншого.  

Розрахункова оцінка впливу в’язкості та рівня рідини у цистерні на динаміку термінового гальму-
вання автомобіля. При моделюванні термінового гальмування за допомогою системи (3) – (11) всі початкові 
умови, окрім курсової швидкості, дорівнюють нулю. На відміну від статті [15], при моделюванні враховувалася 
робота регулятора, тому збурення руху відбувалося шляхом внесення у рівняння (4) моменту сил спротиву 

( )cM t , що показаний на рис. 11. Конкретні значення констант ЕМП дано в табл. 2. Коефіцієнти регулятора прий-

мали такі значення: 11000В, 2000Вс, 50ВмyK K K 
   ; початкова швидкість 0 25м/сVx   (рух згори). 
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Апріорі, зважаючи на суттєву залежність в’язкості рідких нафтопродуктів від температури, намагання вра-
хувати змінний декремент загасання коливань при терміновому гальмуванні автомобіля виглядало як досить 
складна задача. Проте результати моделювання спростували ці міркування. На рис. 12 показано результат інтег-
рування рівнянь (3) – (11) при різних значеннях декременту загасання. Виявилося, що декремент загасання у 
практичному сенсі зовсім не впливає на поперечні коливання і слабо впливає на поздовжні коливання. 

поперечні коливання поздовжні коливання 

Рис. 12 – Вплив декременту f загасання коливань рідини на курсові параметри термінового гальмування: 
графіки із цифрою 1 відповідають 0.05f  , із цифрою 2 – 0.20f  ; рівень рідини у цистерні 0.7мh  . 

Такий несподіваний результат є наслідком короткостроковості процесу гальмування. Якщо, наприклад, те-
рмінове гальмування на швидкості 0 25м/сVx   буде відразу ж припинено, а система VSC з указаними вище па-
раметрами не виключиться, то згодом почнеться поступове розгойдування поперечних коливань рідини 
(рис. 13). Коливання зростатимуть і далі до амплітуди 1 0.05мY  , що збільшить декремент загасання до рівня 

1 0.04f  , після чого наступить динамічна рівновага, і система керування гальмами (разом з корпусом автомо-
біля та рідиною в цистерні) буде працювати в режимі автоколивань низької амплітуди. 

Рис. 13 – Розгойдування парціальних прошарків рідини у цистерні при початковому значенні декременту 0.01f  . 

Зауважимо, що для транспортування нафтопродуктів низької в’язкості значення декременту 1 0.10f   від-
повідає амплітуді поперечних автоколивань першого парціального шару рідини 1 0.2мY  , яку треба вважати як 
гранично припустиму (з урахуванням необхідного запасу). Тому для системи VSC область стійкості регулятора 
(про що буде далі) пропонується вибирати з огляду саме на це значення декременту загасання. 

поперечні коливання поздовжні коливання 
 

Рис. 14 – Вплив рівня наповненості цистерни на курсові параметри термінового гальмування: 
графіки із цифрою 1 відповідають рівню 0.3мh  , із цифрою 2 – 1.0мh  ; декремент загасання коливань 0.05f  . 

Що стосується рівня рідини у цистерні, то цей параметр суттєво впливає на динаміку термінового гальму-
вання автомобіля (рис. 14), який треба врахувати при оптимальному виборі коефіцієнтів , , yK K K   регулято-
ра. 
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Лінеаризація системи рівнянь уточненої моделі. В разі використання рівнянь (3) модель збуреного руху 
стає нелінійною (в наслідок зв’язку (6)), і це суттєво ускладнює її дослідження на асимптотичну стійкість. Тому 
змінну швидкість ( )V t  надалі вважатиме як сталий параметр V , який в конкретному розрахунку «заморожуєть-
ся», але його значення варіюється в заданих межах [21]. Причому, дещо спрощуючи реальні залежності, верхню 
межу швидкості автомобіля будемо визначати за умови наявного навантаження цистерни за формулою: 

0 0( ) ( ) / ( )V h V M h M h
 , 

де 0V   – максимальна швидкість автомобіля при деякому рівні рідини h , для якого вона відома (табл. 1). 
Зауважимо, що від рівня рідини h  залежать координати центра мас і деякі інші величини (рис. 5, 6, 10), які 

різним чином впливають на коливання та виконання умови курсової стійкості. Тому дослідження на асимптоти-
чну стійкість руху ми вимушені проводити при різних рівнях завантаженості цистерни. 

Теж саме стосується і декременту загасання коливань. Поздовжні і поперечні коливання мали значну різ-
ницю у амплітудах, проте для поперечних та крутильних коливань ці амплітуди близькі, а частоти співпадають. 
Тому в лінеаризованій моделі усі коефіцієнти дисипації є однаковими. 

Лінеаризована модель складається з наступних диференціальних рівнянь: 
(1) (2)0.5 ( ) ;z Г c r r piд piдJ B к p f Z B f M M             (12) 

2 , ( 1,3 )l l l l l l            ;  (13) 
y V  ;  (14) 

2 , ( 1,3 )l l l l l ly y y V L h l              ;  (15) 

;рідM f Z Mg MV F             (16) 
(3) (4)

. . ;x r r ц м ц м piд piдJ f Z B Mg h h M V M M              (17) 

к к к и обJ p f p с p к R I       ;  об обI R I U   ;  yU K K K y     ,  (18) 

а також формул (11), які під час лінеаризації не змінилися, і нових позначень 2 ; 2y y
l ll lf      .

Побудова характеристичного рівняння математичної моделі. Зважаючи на лінійність та однорідність ма-
тематичної моделі, застосуємо до її рівнянь відомий метод комплексних амплітуд [22], коли кожна змінна вели-
чина ( )f t  подається у вигляді: 

( ) exp( )f t f pt , 
де p  – це комплексне число, p d i   ;   – дійсна частота коливань; d  – дійсний декремент загасання (чи 
зростання) амплітуди коливань; 1i   ; f – начальна амплітуда коливань, причому «зірочками» у позначені 
амплітуд надалі будемо нехтувати. 

Зрозуміло, що p  є характеристичним числом системи (12) – (18), і, зважаючи на загальний порядок систе-
ми, таких чисел, при кожному наборі параметрів h ,V , f  нараховується більше ніж 20. 

Почнемо з рівняння (14), яке набуває вигляду 
/y V p  .  (19) 

В результаті чого, рівняння (18) з урахуванням (19) приводять до наступної рівності: 
 2( ) 1 ( / ) ,к к к и об yJ p f p с p к p K K p K V p          (20) 

де об  – це постійна часу електромагніту, /об об обR   . 
Як бачимо, на відміну від класичного ПІД - закону інтегральна ланка при різних курсових швидкостях V  

має різний коефіцієнт, і ця обставина, безумовно, вплине на результати керування режимом термінового галь-
мування. Виконаємо аналогічні перетворення для диференціальних рівнянь (13) і (15), 

2

2 2 , ( 1,3 )l
l l

p l
p p


 


 
 

; 
2 2

2 2
( ) , ( 1,3 )l

l
l l

Vp Lp p hy l
p p

  
 

  
 

 
,  (21) 

та, з урахуванням формул (21), для рівнянь (16), (17): 
2 23

2 2
2 2

1

( )( ) ;l
l

l l l

Vp Lp p hMp f p Z Mg MV p m p
p p 

  
  

 





  
    

 
   (22) 

2 23
2 2

. . 2 2
1`

( )( ) [ ( ) ] .l
x x r ц м ц м l п l

l l l

Vp Lp p hJ p f p Z B Mg h h M V p m g H h p
p p

  
  

 






  
      

 
   (23) 

Цим громіздким залежностям надамо вигляд системи двох лінійних рівнянь 



ISSN 2222-0631 (print) 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ».Серія: Математичне 
моделювання в техніці та технологіях, № 1 ' 2020. 53 

1,1 1.2 1

2,1 2,2 2

( ) ( ) ( ) ;
( ) ( ) ( ) ,

a p a p b p
a p a p b p

  
  
 

  
 (24) 

де 2 4
1,1a Mp f p Z F p      ;  2

1,2a Mg p M   ; 2
2,1a F p ;  2

2,2 .x x r ц мa J p f p Z B Mg h M
     ; 

3
1 ( )b MV V Lp p F   ; 2 . ( )ц мb h M Vp p V Lp F   ; 

23

2 2
1`

( )( ) п l
l

l l l

g H h pF p m
p p  

 


 
 ;

3

2 2
1

( ) l

l l l

m
F p

p p  


 
 ;

23

2 2
1`

( ) ;п l
l l

l l l

g H h pM m h
p p  





 


 


3

2 2
1

.l l

l l l

m hM
p p  






 


Систему (24) розв’яжемо за методом визначників, та отримаємо наступні залежності: 

1 1,2 1,1 1

2 2,2 2,1 2

1,1 1,2 1,1 1,2

2,1 2,2 2,1 2,2

( ) ; ( )

b a a b
b a a b

p p
a a a a
a a a a

         .  (25) 

Тепер прийшов час виконати аналогічне перетворення для рівняння (12), 
2 2 23

2
2 2

1

[ ( ) ]0.5 ( ) ,l l l
z Г c r r

l l l

J p m p L p V Lp p hJ p B к p f Z B f p
p p

   
  

 





     
     

 


і використати в ньому формули (25): 
2 2 2 23

2 2
2 2

1

( )0.5 ( ) ,l
z Г c r r l

l l l

c p L Vp Lp p hJ p B к p f Z B f p p m
p p

   
 






       
      

 


звідки отримаємо 
( ) 0.5 ГС p B к p    ,  (26) 

де 
2 2 3 2( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( )) ( ).z c r rC p J p f Z B f p p M p p p c p L V Lp p p F p                 (27) 

Зауважимо, що за умови високої жорсткоcті шини (як це буває на високонавантажених паливозаправниках, 
табл.1) функція ( )С p  спрощується до вигляду 

2 0 43 12( )
( )

(1 )(1 )
c

z
f M M M

С p J p
k k 

 
 

 
,  (28) 

де  0 .ц мM h MVp ;  2
43 ( )( )M p V Lp gF p M     ; 3 2

12 ( )M p V Lp L c p F      ;
4

2

F p
k
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, .
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
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Якщо рідкий вантаж загубив можливість рухатися (напр., фактично або умовно замерз у цистерні), то ця 
формула стає зовсім простою: 

.2( )
1

c ц м
z

f Mg h Vp
С p J p

k
 


,      де  .

2
ц м

x x r

Mg h
k

J p f p Z B 


 
.  (29) 

Зрозуміло, що у цьому випадку дослідження на стійкість руху можливо проводити аналітичними методами, 
які для цистерни з рідиною й за умови припустимого спрощення математичної моделі (напр., зменшення кілько-
сті парціальних осциляторів або нехтування пружністю шин) є недоступними. Тому, вважаючи на «піонерсь-
кий» характер дослідження, ми й не займалися спрощеннями моделі, бо апріорі невідомо, яким чином вони 
вплинуть на межу області стійкості.  

На завершення цього питання, розглянемо систему рівнянь (19), (26) і побачимо, що для її сумісності пот-
рібно виконання наступної умови: 

( )yK V
K K p p

p     ,      де   22 ( )( ) ( ) 1к к к об
и Г

С pp J p f p с p
к B к

      ,  (30) 

а ( )С p  є дрібно-раціональною функцією, що задана формулою (27) або (28) чи (29). 
Рівність (30) і є шуканим характеристичним рівнянням збуреного руху автомобіля з цистерною, який 

оснащено двоконтурною системою забезпечення курсової стійкості. 

Алгоритм та результати дослідження системи на стійкість: одноконтурне регулювання. Розмірковую-
чи про цю проблему в принципі, зауважимо, що у рівнянні (30) можна позбутися знаменників, і, не зважаючи на 
високий ступінь полінома, знайти всі його корені , 1,22jp j , використовуючи для цього стандартні комп’ютерні 
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програми. По розташуванню цих коренів у комплексній площині можна зробити висновок про асимптотичну 
стійкість або нестійкість системи, та одержати цінну та вичерпну інформацію про поведінку її окремих ланок. 
Проте цей шлях для розв’язку нашої задачі є вкрай неефективним, і ми поступимо інакше. 

На першому етапі розрахункового дослідження, виберемо для інтегрального коефіцієнту регулятора зна-
чення 0yK   і підставимо у отримане таким чином рівняння 

( )K K p p     
уявне характеристичне число p i : 

( )K K i i     .  (31) 
Рівність (31) еквівалентна системі двох рівностей: 

   ( )Re ( ) , Re iK i K
i 





      
,  (32) 

де  Re р  – це дійсна частина комплексного числа p .
В роботі [22] для подібної задачі дійсна частина функції відокремлювалася аналітичними методами, але те-

пер функція стала суттєво складнішою, тому цю роботу (як і попередню) доручаємо комп’ютеру. 
За допомогою комп’ютерної програми змінюємо значення кругової частоти : 0   і на дисплеї 

комп’ютера в координатах K K   зображаємо траєкторію руху точки; тобто формули (32) надають опис цієї 
траєкторії у параметричній формі. Загальний вигляд цієї траєкторії для паливозаправника КрАЗ-63221 показано 
на рис. 15, а його нижньої межі – на рис. 16, 17. Для порівняння на рис. 18 надано графіки, що відповідають так 
званому «замороженому вантажу», який загубив можливість рухатися у цистерні.  

Як бачимо (рис. 15), розташування верхньої межи залежить від завантаженості автомобіля, і при високих ча-
стотах чим більше вага, тим легше забезпечити його курсову стійкість за рахунок регулюючого впливу на гальмі-
вну систему.  

Нижня межа області стійкості відповідає діапазону частот 0 – 10 Гц, а верхня межа – діапазону 10 – 15 Гц . 
При ще більших частотах межа уходить в зону від’ємних значень коефіцієнту K , де це обмеження втрачає ак-
туальність. Якщо вантаж закріплено, то і на низьких частотах діє аналогічне правило (рис. 18). 

Але, якщо транспортується рідина у цистерні, то на низьких частотах (рис. 16) більш важливу роль починає 
відігравати швидкість автомобіля, яка при граничному зменшенні навантаження (або русі з гори) зростає до 
25м/с , а при повному навантаженні цистерни рідиною знижується до 12м/с . До того ж, свій вклад вносять пар-
ціальні осцилятори, які мають низький декремент загасання і резонують при частотах, що зображено на рис. 5, а 
також коливання зсуву (їх власна частота дана в табл. 1, а логарифмічний декремент загасання при відсутності 
амортизаторів дорівнює 0.08, тобто він також малий). 

 

Рис. 15 – Загальний вигляд області курсової стійкості.  
Позначення Кфи на рисунках статті відповідає коефіцієнту K , а позначення Кфи1  – коефіцієнту K . 

Номер межі тут і надалі відповідає наступним рівням рідини: 
1 – 0.05;  2 – 0.10;  3 – 0.15;  4 – 0.20;  5 – 0.25;  6 – 0.30;  7 – 0.35;  8 – 0.40; 
9 – 0.50;  10 – 0.60;  11 – 0.75;  12 – 0.90;  13 – 1.05;  14 – 1.20;  15 – 1.35 м. 
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Рис. 16 – Загальний вигляд нижньої межі області курсової стійкості при частотах 0 – 2 Гц і декременті 0.05f  . 

В результаті на рис. 16 можна побачити два вузли коливань, причому причиною утворення першого вузла 
(якщо їх рахувати зліва направо) та ледь помітної коливальної доріжки після нього виступають парціальні осци-
лятори, а другий, більш масштабний, вузол пов’язаний із розвитком коливань зсуву. 

Зауважимо, що пучок наближено прямих ліній, зображений на рис. 18, визначає загальний тренд для напря-
мку межі кожної області стійкості, зображеної на рис. 16, і цей же тренд можна побачити на рис. 17. 

З’ясувалося, що кожна траєкторія, яка відповідає прийнятому рівню навантаження, при деякій частоті коли-
вань виходить із загального пучка, та згодом, при більшій частоті, повертається до цього пучка. В результаті, від-
хиляючись від загального тренда, вона утворює в площині параметрів K K   декілька послідовних петель. 

Детальне дослідження першої петлі, яка проходить близько нульової точки та при малих навантаження 
охоплює її (рис. 17) показало, що асимптотична стійкість спостерігається за умови, коли параметр K  розташо-
ваний вище цієї петлі. Це, в принципі, відповідає правилу штрихування області стійкості, застосованому в ро-
боті [21], проте, по причині наявного ускладнення загальної картини, зображеної на рис. 16, 17, в порівнянні із 
класичними параболами рис. 15, потребувало конкретної перевірки. 

Рис. 17 – Актуальна ділянка нижньої межі області курсової стійкості при частотах 0 – 0.4 Гц та коефіцієнті 0yK  . 
Штрих-пунктирна лінія огинає усі траєкторії зверху і стає межею цієї області. 
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Рис. 18 – Актуальна ділянка нижньої межі області курсової стійкості при частотах 0 – 0.4 Гц та коефіцієнті 0yK 

для автомобіля із «затверділим» вантажем. 

Якщо параметр K  є нижчім за лінію тренда, то усі ланки системи демонструють невпинне зростання ам-
плітуд коливань. Проте найбільш цікавою виявилася зона, що розташована між лінією тренда та верхньою ме-
жею коливальної петлі. З’ясувалося, що в цій зоні коливання курсових параметрів автомобіля загасають, а у ци-
стерні та ЕМП відбуваються сталі коливання малої амплітуди, що є ознакою автоколивань. Графіки, які ілюст-
рують таку поведінку системи, будуть наведені у наступному пункті статті. 

Як бачимо, між рідким і «затверділим» вантажем виявляється якісна різниця: якщо відключити ПІД – регу-
лятор, то у автомобіля з закріпленим вантажем після дії кінематичного або силового збудника курсовий кут ви-
рівнюється самостійно, без втручання водія (рис. 18), а у автомобіля з цистерною (при навантаженні менш 40 % 
від повного, рис. 17) такої властивості немає. Проте, це не стосується курсового зсуву, для ліквідації якого, у 
обох випадках, необхідний двоконтурний регулятор із раціональним налаштуванням коефіцієнтів підсилення. 

Алгоритм і результати дослідження на етапі 2: двоконтурне регулювання. Зафіксуємо коефіцієнт 
yK на деякому позитивному рівні, та замість формул (32) отримаємо нові параметричні рівняння 

   2
( )Re ( ) , Re yK ViK i K

i 



 

      
.  (33) 

Із змісту параметричних рівнянь (33) можна зрозуміти, що корекція області стійкості буде відбуватися ли-
ше для діапазону малих частот, що й підтверджується графіками, наведеними на рис. 19.  

На рис. 20, а графіки функції ( , )yK Gr K K   описують нижні межі області стійкості при різних зна-

ченнях коефіцієнта yK  із діапазону 10 100Вм , який відповідає можливостям використаного ЕМП, а також 

фіксованому значенню декременту затухання 0.05f  . 
Форма межі для «затверділого» вантажу задає нову лінію тренда, нижче якої зміни амплітуди коливань ку-

рсових параметрів автомобіля носять зростаючий характер (рис. 21).  
В зазорі між відповідними лініями, взятими з графіків на рис. 20, а і рис. 20, б при однакових значеннях 

yK , рух рідини у цистерні представляє собою автоколивання малої амплітуди (рис. 22), а вище межі стійкості 
всі коливання затухають (рис. 23). 

Таким чином, графіки функції 0( , )yK Gr K K   на рис. 20, б 
описують нижні межі області автоколивань для автомобіля з рідким вантажем у цистерні. 

Розрахунки, результати яких наведено на рис. 21 – 23, було виконано із застосуванням нелінійної матема-
тичної моделі (4) – (11); для збудження коливань використовувався однаковий чинник ( )cM t  в системі керуван-
ня гальмами (рис. 11); декремент загасання коливань у рідини становив 0.05f  . Рівень рідини в цистерні був 
обраний 0.5м , для якого максимальна швидкість паливозаправника КрАЗ - 63221 дорівнює 20м/с . Цьому рів-
ню навантаження та швидкості на рис. 19 відповідає петля синього кольору, яка має порядковий номер 9. 

Для інтегрування використовувався модифікований метод Ейлера, який добре зарекомендував себе при ро-
зрахунках складних механічних систем ракетної техніки [23]; з огляду на невелике значення коефіцієнтів тертя 
він для цієї задачі має другий порядок точності. Крок інтегрування, в залежності від часу експозиції, обирався із 
діапазону 4 310 ...10 с   і був на три порядки меншим, ніж періоди досліджуваних коливань. 
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Рис. 19 – Актуальна ділянка нижньої межі області курсової стійкості при частотах 0 – 0.4 Гц та значені 150ВмyK  . 
Штрих-пунктирна лінія огинає усі траєкторії зверху та утворює вказану межу. 

а б 
Рис. 20 – Зміни нижньої межі області стійкості в залежності від вибору інтегрального коефіцієнту yK : 

а – для рідкого вантажу межа має опис ( , )yK Gr K K  ; б – для «затверділого» вантажу межа має опис 0( , )yK Gr K K  . 

а б в 
Рис. 21 – Нестійкий процес руху при значеннях 11000В, 300Вс, 50ВмyK K K 

   : 
а – зміна курсових параметрів (літера S відповідає «затверділому» вантажу); б – коливання парціальних осциляторів; 

в – бічні коливання корпусу автомобіля. 



ISSN 2222-0631 (print) 

58 
Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Математичне 

моделювання в техніці та технологіях, № 1 ' 2020. 

а б в 
Рис. 22 – Повільні перехідні процеси при значеннях коефіцієнтів 11000В, 1000Вс, 50ВмyK K K 

   : 
а – зміна курсових параметрів;  б – коливання парціальних осциляторів;  в – коливання параметрів регулятора. 

а б в 
Рис. 23 – Швидке відновлення курсу при значеннях коефіцієнтів 11000В, 2000Вс, 50ВмyK K K 

   : 
а – зміна курсових параметрів;  б – коливання парціальних осциляторів;  в – коливання параметрів регулятора. 

Рис. 24 – Актуальна ділянка нижньої межі області курсової стійкості при частотах 0 – 0.4 Гц та значені 150ВмyK  . 
При середньому рівні рідини 0.7мh   швидкість автомобіля знижено до 12м/с , а штрих-пунктирна лінія  

є межею області стійкості для 18м/сV  . 
Як бачимо, зменшення курсової швидкості розширює область стійкості. 
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Вплив «заморожених» коефіцієнтів моделі на межу області стійкості. На основі аналізу результатів роз-
рахункового дослідження (рис. 24, 25) встановлено, що зниження курсової швидкості однозначно приводить до 
опускання нижньої межі стійкості руху, причому на другому етапі цей ефект підсилюється за рахунок сенсу фо-
рмул (33). Зокрема, після повної зупинки автомобіля отримаємо тривіальну область стійкості 0, 0K K   . 

З’ясована властивість дозволяє при розв’язуванні поставленої задачі 
виключити курсову швидкість V  із числа варійованих параметрів, 

а її розрахункове значення встановлювати максимально можливим для прийнятого рівня завантаженості цисте-
рни автомобіля. 

Рис. 25 – Зниження межі області стійкості перед зупинкою автомобіля з цистерною. 
При середньому рівні рідини 0.7мh   розрахункову швидкість автомобіля знижено до 2м/с . 

Проте, оскільки різні точки межі курсової стійкості відповідають різним рівням рідини h , необхідність ро-
зглядати рівні, вибрані із всього діапазону 0 ... H , залишається незмінною і для другого етапу розв’язку задачі. 
Бо інакше, обмежуючись, як це прийнято, середнім рівнем рідини, можна припуститися серйозної помилки. 

Рис. 26 – Актуальна ділянка нижньої межі області курсової стійкості для системи VSC при значені 150ВмyK  . 
Логарифмічний декремент загасання коливань збільшено до рівня 0.1f  . 
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В ще одному розрахунковому дослідженні моделювали вплив декременту загасання поперечних коливань 
рідини у цистерні на область курсової стійкості автомобіля. Встановлено, що при зменшенні декременту до рів-
ня 0.01f  , що при перевезенні нафтопродуктів малої в’язкості (бензину, дизельного пального, керосину) від-
повідає коливанням гранично малої амплітуди 1 0Y  , межова лінія, яку показано на рис. 24, 25 штрих-
пунктиром, підіймається вверх у два-три рази, до рівня 6 кВсK   , після чого для обраного ЕМП значення 
цього коефіцієнту підсилення стають занадто великими. Тобто,  

забезпечити абсолютну асимптотичну стійкість для цієї системи керування у практичному сенсі 
не можливо і не потрібно. 

Проте, якщо вважати припустимими автоколивання з амплітудою 1 0.2мY  , яким відповідає значення дек-
ременту 0.1f  , то межа області стійкості опуститься на рис. 26 вниз і займе місце лінії, що огинає усі траєк-
торії зверху. Цю нову межу й пропонується враховувати при оптимальному виборі параметрів регулятора. 

Рис. 27 – Актуальна ділянка нижньої межі області курсової стійкості при декременті 0.25f  . 

область I

область II

область III

K

K

0
 

Рис. 28 – Схематичне зображення областей асимптотичної 
стійкості (I), нестійкості (II) та автоколивань (III) 

при деякому постійному значенні коефіцієнта 0yK  . 

На завершення цього дослідження, зауважимо: 
якщо додатково збільшити декремент загасання коли-
вань до рівня 0.25f  , то межа області курсової стій-
кості впритул наблизиться до лінії тренда (рис. 27), ни-
жче якої система й при «затверділому» вантажі втрачає 
стійкість, причому зростання амплітуди поперечних ко-
ливань корпусу автомобіля там відбувається дуже шви-
дко. При цьому амплітуда поперечних коливань рідини 
малої в’язкості також зросте до рівня 1 0.5мY  , що для 
розмірів автомобільної цистерни є завеликим і призведе 
до помітного крену автомобіля при коливаннях. Зрозу-
міло, що з цих причин, а також з міркування забезпе-
чення необхідного запасу міцності системи керування 
щодо її стійкості, при виборі параметрів регулятора 
спускатися нижче межі, що сформовано на рис. 26, не-
доречно. 

Додамо, що коли при експлуатації паливозаправ-
ника суттєво збільшиться в’язкість рідини у цистерні 
(наприклад, при транспортуванні моторного палива або 
оливи), то система сама знайде відповідну позицію для 
стійкої динамічної рівноваги. Це відбуватиметься при 

меншій амплітуді коливань, проте, якщо не змінювати настроювання регулятора , , yK K K  , то й декремент за-
гасання залишиться незмінним. 

Тобто, для автомобіля з цистерною в області автоколивань 
система керування гальмами пристосовується до властивостей рідини і є адаптивною. 
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Як показує досвід вирішення аналогічних задач для ракетно-космічної техніки, де використовуються різ-
номанітні системи автоматичного керування з регуляторами тиску газу чи рідини, режим автоколивань малої 
амплітуди є вкрай корисним, бо він страхує систему від негативного впливу сухого тертя і підвищує оператив-
ність керування [23]. Високі технології у наш час, зазвичай, передаються в техніці у напрямку «з неба – до зем-
лі», і при розробці систем типу EBD для автомобілів-паливозаправників рекомендується скористатися цим дос-
відом. Тобто коефіцієнти регулятора системи автоматичного керування гальмами в подальших дослідженнях 
доречно обирати з області III, а не з області I (рис. 28). 

Висновки. 1. Складено математичну модель для опису збуреного руху автомобіля з цистерною, яка дозволяє 
врахувати коливання вільної поверхні рідини та визначити їх вплив на курсову стійкість автомобіля при сталому 
русі та під час термінового гальмування. Модель відрізняється від відомих моделей того ж спрямування тим, що 
для розрахунку поздовжніх, поперечних та крутильних коливань рідини використовує метод парціальних осциля-
торів, і це дозволило проводити динамічний аналіз за допомогою системи звичайних диференціальних рівнянь. 

2. Розроблено алгоритм побудови характеристичного рівняння та аналізу його розв’язків для складної сис-
теми диференціальних рівнянь, що описує динамічні зміни параметрів руху автомобіля з цистерною, коливання 
парціальних прошарків рідини у цистерні та роботу електромагнітного приводу керуючого клапана і електронно-
го ПІД-регулятора для двоконтурної системи забезпечення курсової стійкості. Алгоритм відрізняється від відо-
мих методів того ж призначення тим, що він не розраховує коефіцієнти алгебраїчної функції і не аналізує їх, а 
оперує з числовими значеннями дрібно-раціональних функцій за допомогою комп’ютерних розрахунків і візуалі-
зацій межі стійкості. 

3. Вперше на основі розробленої теорії, а також аналізу достатньої кількості прикладів і розрахунків з вико-
ристанням якісної математичної моделі, науково обґрунтоване відоме апріорне твердження про те, що низькочас-
тотні коливання вільної поверхні рідини призводять до суттєвого скорочення області стійкості замкненої системи 
курсової стабільності автомобіля. Доведене твердження свідчить про обов’язковість врахування зазначених коли-
вань рідини при вирішенні задач аналізу і синтезу системи автоматичного керування гальмами. 

4. Вперше встановлено, що для автомобіля з цистерною, де відбуваються низькочастотні поперечні коли-
вання рідини, які супроводжуються перерозподілом маси і збурюють рух, збільшення курсової швидкості одноз-
начно призводить  до погіршення курсової стійкості. Це дозволило виключити курсову швидкість із числа варі-
йованих параметрів і суттєво спростити задачу аналізу чи синтезу. 

5. Вперше з’ясовано, що на відміну від автомобілів із закріпленим вантажем, рівень рідини в цистерні, з ура-
хуванням його зв’язку з максимальною швидкістю руху, оказує неоднозначний вплив на курсову стійкість авто-
мобіля, і обмежувати дослідження лише розрахунками для випадку 50% навантаження неприпустимо. Замість 
цього традиційного спрощення запропонований новий метод побудови межі стійкості, при якому треба знаходити 
лінію, яка огинає зверху ті межі, що відповідають багатьом рівням рідини із діапазону їх зміни. Вказаний метод 
корисний тим, що дозволяє на етапі проектування системи автоматичного керування гальмами адекватно проана-
лізувати існуючи обмеження і не припуститися помилок. 

6. Вперше проаналізовано вплив логарифмічного декременту загасання коливань рідини на нижню межу об-
ласті стійкості в площині варійованих параметрів регулятора. Показано, що при транспортуванні рідини малої 
в’язкості (з декрементом 0.01) забезпечити виконання умови асимптотичної стійкості в практичному сенсі важко і 
недоречно. Запропоновано розраховувати цю межу у відповідності до умови, що декремент збільшений до 0.1. 
При дотриманні цієї умови довгострокова робота електронної системи автоматичного керування гальмами типу 
EBD буде супроводжуватися автоколиваннями малої амплітуди, що підвищить оперативність керування. 
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