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ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ТА РОЗРАХУНКОВЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАГАСАННЯ КОЛИВАНЬ 
РІДИНИ В ЄМНОСТІ З ВІЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ 

Розкриття питань, пов’язаних з вирішенням задач дослідження руху рідини в конструкціях різноманітної форми, які частково заповнені рі-
диною, завжди було актуальним. Це пов’язано, зокрема, з необхідністю забезпечення поздовжньої та поперечної стійкості руху об’єктів, в 
яких відбувається транспортування рідини. Сучасні методі та засоби дослідження, які дозволяють описати рух рідини в ємності, доволі 
складні та вимагають від науковця поглиблених знань. Тому створення математичного алгоритму, який би був простим та забезпечував дос-
татню точність визначення коливального руху в ємності, є доцільним. Кожна розробка нового математичного алгоритму вимагає проведення 
експериментальних досліджень з її перевірки на адекватність. Метою даної роботи є підтвердження спроможності використання створеного 
математичного апарату для визначення основних параметрів вільних коливань залежно від рівня наповнення рідиною в прямокутній ємності 
призматичної форми. Методика проведення експериментального дослідження передбачала перевірку адекватності використання математич-
них алгоритмів при визначенні частот вільних коливань рідини в ємності шляхом порівняння теоретичних та експериментальних значень 
періодів коливань, а також визначення декременту загасання для рідини різної в’язкості. Як результат доведено адекватність використання 
формул, які визначають частоти вільних коливань рідини, максимальна похибка не перевищує 4,35 %. Експериментальним шляхом, а також 
з застосуванням теоретичних моделей руху в’язкої рідини у так званих парціальних поверхневих прошарках, визначено декремент затухання 
коливань для трьох рідин різної в’язкості: для води, для 20 % розчину цукру у воді, для рослинної олії. На основі експериментальних дослі-
джень визначено амплітуди та частоти вимушених коливань для різних типів рідин шляхом побудови амплітудно-частотної характеристики. 
Розрахунковим шляхом показано, як впливає декремент загасання рідини на величину горизонтального зсуву поверхневого шару рідини в 
цистерні при її транспортуванні колісним трактором. 
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А. П. КОЖУШКО 
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И РАСЧЕТНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАТУХАНИЯ КОЛЕБАНИЙ 
ЖИДКОСТИ В ЕМКОСТЯХ СО СВОБОДНОЙ ПОВЕРХНОСТЬЮ 

Раскрытие вопросов, связанных с решением задач исследования движения жидкости в частично заполненных конструкциях различной фор-
мы, всегда было актуальным. Это связано, в частности, с необходимостью обеспечения продольной и поперечной устойчивости движения 
объектов, в которых происходит транспортировка жидкости. Современные методы и средства исследования, которые позволяют описать 
движение жидкости в емкости, чрезмерно сложны и требуют от ученого углубленных знаний. Поэтому создание математического алгорит-
ма, который бы был простым и при этом обеспечивал достаточную точность определения колебательного движения в емкости, целесообраз-
но. Каждая разработка нового математического алгоритма требует проведения экспериментальных исследований для проверки ее адекват-
ности. Целью данной работы является подтверждение возможности использования созданного математического аппарата для определения 
основных параметров свободных колебаний в зависимости от уровня наполнения жидкостью в прямоугольной емкости призматической 
формы. Методика проведения экспериментального исследования предусматривала проверку адекватности использования математических 
алгоритмов при определении частот свободных колебаний жидкости в емкости путем сравнения теоретических и экспериментальных значе-
ний периодов колебаний, а также определение декремента затухания колебаний для жидкости различной вязкости. В результате доказана 
адекватность формул для определения частот свободных колебаний жидкости в емкости; максимальная погрешность не превышает 4,35%. 
Экспериментальным путем, а также при использовании теоретических моделей движения вязкой жидкости в так называемых парциальных 
поверхностных слоях, определены декременты затухания колебаний для трех жидкостей различной вязкости: для воды, для 20% раствора 
сахара в воде и для растительного масла. На основе экспериментальных исследований определены амплитуды и частоты вынужденных ко-
лебаний различных типов жидкостей путем построения амплитудно-частотной характеристики. Расчетным путем показано, как влияет дек-
ремент затухания жидкости на величину горизонтального смещения поверхностного слоя жидкости в цистерне при ее транспортировке ко-
лесным трактором. 

Ключевые слова: емкость, колебания, частота, декремент, амплитуда, свободная поверхность жидкости. 

A. P. KOZHUSHKO 
EXPERIMENTAL AND COMPUTATIONAL STUDY OF LIQUID OSCILLATION DAMPING IN 
A FREE SURFACE VESSEL 

Studying the issues related to solving the problems of the movement of fluid in partially filled structures of various shapes has always been relevant. 
This is due, in particular, to the need to ensure the longitudinal and lateral stability of the movement of objects in which the liquid is transported. Con-
temporary methods and research tools that allow describing the movement of liquid in a container are overly complex and require in-depth knowledge 
from a scientist. Therefore, development of a mathematical algorithm that would be simple and at the same time ensure sufficient accuracy in deter-
mining the oscillatory motion in a container is advisable. Each development of a new mathematical algorithm requires experimental research to verify 
its adequacy. The purpose of this work is to confirm the feasibility of using the created mathematical apparatus for determining the main parameters of 
free vibrations depending on the level of liquid in a rectangular prismatic container. The experimental research methodology provides for checking the 
adequacy of the mathematical algorithms in determining the frequencies of free oscillations of liquid in a container by comparing the theoretical and 
experimental values of the oscillation periods, as well as determining the damping decrement of oscillations for liquids of different viscosity. As a re-
sult, the adequacy of the formulas for determining the frequencies of free oscillations of liquid in a container is proved; the maximum error does not 
exceed 4.35%. The decrements of vibration damping are determined experimentally, as well as using theoretical models of the motion of viscous liquid 
in the so-called partial surface layers, for three liquids of different viscosity, namely, for water, for 20% sugar and water solution, and for vegetable oil. 
On the basis of experimental studies, the amplitudes and frequencies of forced vibrations of various types of liquids are determined by constructing an 
amplitude-frequency characteristic. It is shown by calculation how the damping decrement of the liquid affects the value of the horizontal displace-
ment of the surface layer of the liquid in the tank during its transportation by a wheeled tractor. 

Key words: vessel, oscillations, frequency, decrement, amplitude, free liquid surface. 

Вступ. В наш час великої популярності набуло дослідження руху рідини в конструкціях різноманітної фо-
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рми, які, зазвичай, частково заповнені рідиною. Такі дослідження ведуться в кораблебудуванні, транспортному 
машинобудуванні, авіаційній та ракетно-космічній техніці. Однією з важливих науково-технічних проблем є за-
безпечення поздовжньої та поперечної стійкості руху об’єктів з рідиною. Поздовжні та поперечні коливання 
конструкції об’єктів, частково заповнених рідиною, при інтенсивному русі можуть призвести до збільшення ди-
намічного навантаження, аварійної ситуації тощо; зважаючи на це, виникає необхідність ще на етапі створення 
нової техніки моделювати складний рух рідини в ємностях та досліджувати її вплив на збереження стійкості. 

Аналіз останніх досліджень. Вирішення проблеми дослідження руху об’єкту з рідиною загалом зводиться 
до визначення властивостей рідини, яка рухається з плином часу в замкнутій ємності. При дослідженні руху ча-
сток суцільного середовища зазвичай використовують два методи – Ейлера та Лагранжа [1, 2]: 

Метод Ейлера базується на прив’язуванні всіх змінних величин до координат нерухомого середовища. 
Тобто в кожній точці простору (x, y, z) вивчаються параметри руху у будь-який момент часу t. Таким чином, 
швидкість рідини в будь-якій точці простору повинна бути функцією чотирьох змінних – x, y, z, t. Таке форму-
лювання свідчить про те, що траєкторія руху часток не відслідковується. Стан рідини оцінюється лише вектор-
ним полем швидкостей. Метод Лагранжа ґрунтується на виборі початкових змінних, тобто початкових коорди-
нат частки рідини в певний момент часу. З плином часу ця частка зміщується в просторі, і координати нерухо-
мого простору представляють собою функції початкових координат частки. Тобто рух рідини за певний час від-
слідковується за траєкторіями її часток. 

На сьогоднішній день існує декілька засобів для вирішення задач з дослідження руху рідини [3]: модель 
ідеальної нестискуваної рідини (рівняння Ейлера); квазігідродинамічні моделі; модель вʼязкої нестискуваної рі-
дини (рівняння Навʼє – Стокса) та інші. Окрім того, існують моделі, які базуються на обчисленні стохастичних 
диференціальних рівнянь. Їх зазвичай застосовують при дослідженні руху рідини в турбулентному режимі.  

Опис та застосування перелічених вище моделей відбувається за допомогою нелінійних диференціальних 
рівнянь з частинними похідними. При обчисленні необхідно також вводити крайові умови. Це обумовлено ная-
вністю твердих стінок та вільної поверхні рідини. Окрім того, суттєві труднощі перед науковцями виникають на 
етапі перетворення континуальної моделі в модель зі звичайними диференціальними рівняннями. Тому при ви-
борі моделі для дослідження руху рідини необхідно виходити з поставлених задач.  

При огляді робіт [4, 5], пов’язаних з моделлю ідеальної нестискуваної рідини, відмітимо, що вона найбільш 
популярна серед науковців, що і не дивно, адже під терміном ідеальна розуміється рідина, яка позбавлена 
в’язкості та теплопровідності. Оскільки рідина може мати різну в’язкість, що певним чином впливає на рух, то-
му обирати цю модель як базову при розгляді динаміки складного руху об’єкту не є доречним.  

Розглядаючи систему квазігідродинамичних рівнянь, звернемо увагу на те, що вони є модифікацією рівнянь 
Навʼє – Стокса. Відмінність стосується лише врахування складових дисипативної дії. З аналізу робіт [6, 7] вста-
новлено, що відносно мала величина дисипативної дії дає змогу проводити аналіз течії, яка описується класич-
ними моделями гідродинаміки. Але оскільки тертя в замкнутій ємності, яка не є проточною, відсутнє (окрім тер-
тя рідини об стінки ємності при коливаннях), то використовувати таку модель недоцільно.  

Отже, при описі руху в’язкої нестискуваної рідини в замкнутій ємності доцільно використовувати матема-
тичну модель, яка базується на рівнянні Навʼє – Стокса. Зазначене рівняння має складну математичну природу, 
оскільки при його розв’язанні необхідно враховувати в’язкість рідини, що накладає певні труднощі при форму-
ванні крайових умов. Тому аналітичний розв’язок до сьогоднішнього дня не знайдено, і більшість науковців за-
стосовують чисельні методи розв’язання [1 – 3, 8]. Як вказано в роботі [8], більшість ефективних чисельних ме-
тодів розв’язання рівняння Навʼє – Стокса ґрунтується на розв’язках нестаціонарної задачі для сталого стану те-
чії.  

Відомі роботи [1, 9], які ґрунтувалися на відомих припущеннях щодо малих коливань в’язкої рідини в за-
мкнутій ємності. Це дозволило науковцям використовувати лінеаризовані рівняння Навʼє – Стокса, або застосо-
вувати малі числа Рейнольдса [10] (тобто досліджувати рідину з великою в’язкістю); при цьому рівняння Навʼє – 
Стокса зводиться до моделі ідеальної нестискуваної рідини. Виділимо також метод штучної стисненості [11], 
який зводиться до додавання штучного доданка, що дорівнює нулю при розв’язанні у сталому часі. Це один з 
перших чисельних методів розв’язання в природних фізичних змінних.  

Також одним з перших та, як виявилося, найбільш популярних став метод часток в осередку. Цей метод 
ґрунтується на перевагах Ейлерова та Лагранжевого підходів. Тобто розв’язок базується на дослідженні сукуп-
ності часток фіксованої маси (підхід Лагранжа), які рухаються скрізь нерухому сітку (підхід Ейлера) [12]. Таким 
чином, частки визначають природні параметри рідини (швидкість, масу), а сітка встановлює параметри поля 
(тиск, щільність). Даний метод дозволяє відстежувати динаміку багатокомпонентних середовищ, але недоліком 
цього методу є те, що він потребує великі обсяги обчислювальних операцій.  

На практиці широкого загалу набув метод розщеплення [13], який використовує розщеплення фізичних 
процесів в часовому континуумі, після чого вирішуються стаціонарні задачі. На думку автора [14] цей метод має 
велику перспективу при моделюванні в’язких потоків, дослідженні течії розрідженого газу та турбулентності.  

Як видно з аналізу, обчислення рівняння руху в’язкої нестискуваної рідини в ємності носить велику прак-
тичну значимість, тому створення або модернізація вже існуючих чисельних методів продовжується і сьогодні. 
Подальший розвиток алгоритмів розв’язання шляхом удосконалення розрахункових моделей з використання ап-
роксимованих функцій більшого порядку призведе на кінцевому етапі до труднощів їх реалізації. Таке спосте-
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реження вказує на обмежену здатність їх впровадження в інженерно-конструкторську діяльність при формуван-
ні досліджень руху об’єкту з рідиною.  

З вигідної сторони відрізняється робота [15], в якій автори запропонували при розгляді динаміки руху 
об’єкту з рідким вантажем використовувати комбіновану модель, яка об’єднує рівняння Навʼє – Стокса з рів-
няннями поверхневих хвиль Релея. Такий підхід ґрунтується на так званій потенціальній постановці задачі, при 
якій коливальний рух рідини (за виключенням вузького пристінного шару) вважався безвихровим, та викорис-
танні методу парціальних осциляторів, який дозволив для низькочастотних коливань замінити континуальну 
модель рідини дискретною моделлю. Саме такий підхід, на переконання авторів зазначеної роботи, необхідно 
використовувати в усіх інших технічних застосуваннях, але число осциляторів повинно обиратися з урахуван-
ням основної постановки задач. Крім того, на відміну від розглянутих вище моделей, де важливо врахувати реа-
льну форму ємності, доцільно проводити еквівалентну заміну реальної форми (циліндричної, овальної, валізної і 
т.п.) на форму прямокутного паралелепіпеда. Принципом приведення є збереження розмірів вільної поверхні рі-
дини та маси рідини в цистерні. 

Постановка задачі. Окреслений в роботі [15] підхід має великі перспективи щодо вирішення актуальних 
інженерно-конструкторських задач, тому необхідним є підтвердження доцільності його використання шляхом 
проведення експериментального дослідження. 

В ході експериментальних досліджень вирішувались наступні задачі: 
– перевірити адекватність використання математичних алгоритмів при визначенні частот вільних коливань

рідини в ємності шляхом порівняння теоретичних та експериментальних значень періодів коливань; 
– визначити декремент загасання коливань для рідини різної в’язкості.
Об’єктом експериментальних досліджень є ємність прямокутної форми (рис. 1, а) з габаритними значення-

ми 0,3   2 0,2Д L    2 0, 2Ш l    B H  м, а також три види рідини (рис. 1, б – г): 20 % розчин цукру у 
воді, вода, рослинна (соняшникова) олія. 

а б 

в г а б 

Рис. 1 – Об’єкти експериментальних досліджень: 
а – ємність;  б – ємність з 20 % водним розчином цукру (щільність 31095 кг/м  ); 

в – ємність з водою ( 31000 кг/м  );  г – ємність з рослинною олією ( 3920 кг/м  ). 

Рис. 2 – Ареометри, які 
використовуються: 

а – ТУ 25-11.1209-75;  
б – АНТ-1 ДСТУ ГОСТ 

18481:2009. 

Проведення експериментальних досліджувань відбувалось при температурах навколишнього середовища 
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та рідини 20...25 C  . Дослідження проводилось на рівній твердій поверхні з нахилом, меншим за 1 град, як в 
поздовжній, так і в поперечній площинах. 

Порядок проведення експериментальних досліджень був наступний: 
1. Прямокутна ємність встановлюється на дві дерев’яні підставки (висотою 0,025 м), що розміщені на рів-

ній поверхні паралельно одна до одної. При дослідженні поздовжніх коливань підставки встановлювались на 
грані довжиною 0,2 м, а при дослідженні поперечних коливань – на грані довжиною 0,3 м.  

2. Ємність заповнюється конкретною рідиною на висоту 0,15мh  , 0,1 м та 0,05 м.
3. Одна з підставок прибирається, створюючи кінематичне збурення рідини в ємності, та реєструються ко-

ливання рідини в трьох серіях дослідів. 
Весь процес експериментальних досліджень фіксується на відеокамеру, яка встановлюється на штатив. 

Кожен з дослідів проводився 5 разів. 
В ході випробувань використовується два ареометри: 
– для води та 20 % розчину води і цукру – ТУ 25-11.1209-75 (рис. 2, а);
– для рослинної олії – АНТ-1 ДСТУ ГОСТ 18481:2009 (рис. 2, б).

Теоретичні результати досліджень з визначення частоти вільних коливань рідини беруться з роботи [15], 
де згідно з результатами перетворень та введенням певних допущень (крайових умов) отримано наступні фор-
мули для частот вільних коливань у поперечній та поздовжній площинах:  

21 0,5 (0,5 )th (0,5 ) 1 ,  0, 1, 2, ...
2m

m h mg m m
l l g l

  
 

                         
; 

21 0,5 (0,5 )th (0,5 ) 1 ,  0, 1, 2, ...
2k

k h kg k k
L L g L

  
 

                         
. 

В наведених рівняннях m  та k  відповідають певному шару рідини, що коливається; g  – прискорення ві-
льного падіння;  – коефіцієнт поверхневого натягу. Для перевірки адекватності математичної моделі достатнім 
буде визначення частоти першого шару рідини ( 0m   та 0k  ), який має суттєво більшу масу в порівнянні з 
іншими шарами рідини. Тоді теоретична частота вільних коливань рідини для першого шару рідини розрахову-
ється так: 

2

0
1 1 th 1
2 2 2 2

T
m

hg
l l g l

  
 

                   
;  (1) 

2

0
1 1 th 1
2 2 2 2

T
k

hg
L L g L

  
 

                   
.  (2) 

Зважаючи на значення габаритних розмірів ємності ( 0.15l   – напівдовжина та 0.1L   – напівширина), 
обчислюємо частоту вільних коливань; результати зведемо до табл. 1. 

Таблиця 1 – Результати теоретичного розрахунку основних частот вільних коливань рідини 

Ріди-
на 

Висота 
наповнення, м 

Теоретичне значення частоти 
вільних коливань рідини T , Гц 

Коефіцієнт пове-
рхневого натягу 
рідини  , Н/м 

Щільність 
рідини  , 

3кг/м  

Кінематична 
в’язкість, сСт 

Поперечні коливання 
0.15 / 0.1 / 0.05 1.959 / 1.893 / 1.6 

Поздовжні коливання 

20
%

 р
оз

-
чи

н 
во

ди
 т

а 
цу

кр
у 

0.15 / 0.1 / 0.05 1.545 / 1.426 / 1.118 

0.0504 [17] 1095 1.79 [18] 

Поперечні коливання 
0.15 / 0.1 / 0.05 1.959 / 1.893 / 1.601 

Поздовжні коливання В
од

а 

0.15 / 0.1 / 0.05 1.545 / 1.426 / 1.119 

0.07422 1000 1.00 

Поперечні коливання 
0.15 / 0.1 / 0.05 1.959 / 1.893 / 1.6 

Поздовжні коливання 

Ро
сл

ин
на

 
ол

ія
 

0.15 / 0.1 / 0.05 1.545 / 1.426 / 1.118 

0.03634 [19] 920 60.30 [20] 
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Аналізуючи дані з табл. 1, стає відомо, що на основні частоти вільних коливань коефіцієнт поверхневого 
натягу та щільності рідини (для 3-ох рідин, що досліджуються) не впливають. Причина – мале значення коефіці-
єнта поверхневого натягу рідини нівелює у наведених формулах свій вплив, а також вплив щільності на частоту 
відповідних коливань. 

Результати експериментальних досліджень з визначення основної частоти вільних коливань рідин. 
Відлік періодів коливань рідини відбувався у моменти часу, коли вільна поверхня рідини перетинала біля торце-
вої стінки лінію середнього рівня та рухалася у вертикальному напрямі з максимальною швидкістю, що унемо-
жливлювало суттєву похибку. Отримані результати експериментального дослідження зведені до табл. 2 – 4. 

Таблиця 2 – Поперечні коливання рідини у ємності, рідина – 20 % водний розчин цукру 
Період коливань рідини, який відображається кількістю кадрів 

№
 д

ос
лі

ду
 

0 2π 4π 6π 8π 

Кіл-ть ка-
дрів, яка 
припадає 
на один 
період 

Періоди 
експер. 

коливань 
рідини 

E
mT , с 

Періоди 
теор. ко-
ливань 
рідини 

T
mT , с В

ід
хи

ле
нн

я,
 %

 

Висота наповнення h = 0.15 м 
1 0 13 25 37 47 11.75 0.489 +3.92 
2 0 12 25 38 49 12.25 0.510 0.00 
3 0 13 23 36 47 11.75 0.489 +3.92 
4 0 12 24 36 48 12.00 0.500 +1.96 
5 0 12 25 38 50 12.50 0.521 

0.510 

-2.16 
Висота наповнення h = 0.1 м 

1 0 13 25 38 51 12.75 0.531 -0.57 
2 0 13 25 37 50 12.50 0.521 -1.33 
3 0 13 26 38 51 12.75 0.531 -0.57 
4 0 12 25 36 49 12.25 0.510 +3.41 
5 0 13 26 38 50 12.50 0.521 

0.528 

+1.33 
Висота наповнення h = 0.05 м 

1 0 14 29 44 59 14.75 0.615 +1.60 
2 0 16 30 46 61 15.25 0.635 -1.60 
3 0 15 30 45 60 15.00 0.625 0.00 
4 0 16 31 46 62 15.50 0.645 -3.20 
5 0 15 30 45 61 15.25 0.635 

0.625 

-1.60 

Таблиця 3 – Поздовжні коливання рідини у ємності, рідина – 20 % водний розчин цукру 
Період коливань рідини, який відображається кількістю кадрів 

№
 д

ос
лі

ду
 

0 2π 4π 6π 8π 

Кіл-ть ка-
дрів, яка 
припадає 
на один 
період 

Періоди 
експер. 

коливань 
рідини 

E
kT , с 

Періоди 
теор. ко-
ливань 
рідини 

T
kT , с П

ох
иб

ка
, %

 

Висота наповнення h = 0.15 м 
1 0 15 29 45 60 15.00 0.625 +3.40 
2 0 15 30 46 62 15.50 0.646 +0.15 
3 0 16 31 46 61 15.25 0.635 -1.85 
4 0 16 31 46 62 15.50 0.646 +0.15 
5 0 16 32 47 63 15.75 0.656 

0.647 

-1.39 
Висота наповнення h = 0.1 м 

1 0 17 34 49 66 16.50 0.688 +1.85 
2 0 16 33 50 67 16.75 0.698 +0.43 
3 0 16 32 49 65 16.25 0.677 +3.42 
4 0 17 34 50 67 16.75 0.698 +0.43 
5 0 17 34 51 68 17.00 0.708 

0.701 

-0.99 
Висота наповнення h = 0.05 м 

1 0 22 46 67 87 21.75 0.906 -1.34 
2 0 22 45 66 86 21.50 0.896 -0.22 
3 0 23 45 68 88 22.00 0.917 -2.57 
4 0 22 46 66 87 21.75 0.906 -1.34 
5 0 22 45 67 87 21.75 0.906 

0.894 

-1.34 

Зауважимо, що під час дослідів відбувалася реєстрація загасаючих коливань, а логарифмічний декремент 
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загасання d , як відомо, знижує частоту вільних коливань у 
2 21 / (2 )d 

раз. Проте, з огляду на невеликі значення декременту, які будуть представлені у подальших пунктах статті, за-
значеним впливом можна знехтувати. 

Також відмітимо, що після кінематичного збурення нахил прямокутної ємності склав близько 4 , проте ця 
обставина помітним чином не вплинула на площу вільної поверхні і, як наслідок, на значення періоду коливань, 
де спостерігаються відхилення різного знаку. 

Таблиця 4 – Поперечні коливання у ємності, рідина – вода 
Період коливань рідини, який відображається кількістю кадрів 

№
 д

ос
лі

ду
 

0 2π 4π 6π 8π 

Кіл-ть ка-
дрів, яка 
припадає 
на один 
період 

Періоди 
експер. 

коливань 
рідини 

E
mT , с 

Періоди 
теор. ко-
ливань 
рідини 

T
mT , с В

ід
хи

ле
нн

я,
 %

 

Висота наповнення h = 0.15 м 
1 0 13 25 37 48 12.00 0.500 +2.15 
2 0 12 25 37 49 12.25 0.510 +0.20 
3 0 12 23 36 48 12.00 0.500 +2.15 
4 0 13 25 36 49 12.25 0.510 +0.20 
5 0 12 24 36 47 11.75 0.489 

0.511 

-4.11 
Висота наповнення h = 0.1 м 

1 0 13 26 38 50 12.50 0.521 +1.51 
2 0 13 25 37 49 12.25 0.510 +3.59 
3 0 13 26 38 50 12.50 0.521 +1.51 
4 0 12 25 37 50 12.50 0.521 +1.51 
5 0 13 27 38 51 12.75 0.531 

0.529 

-0.38 
Висота наповнення h = 0.05 м 

1 0 15 29 44 60 15.00 0.625 0.00 
2 0 15 30 44 59 14.75 0.615 +1.60 
3 0 15 30 45 61 15.25 0.635 -1.60 
4 0 14 30 44 60 15.00 0.625 0.00 
5 0 15 29 45 60 15.00 0.625 

0.625 

0.00 

Таблиця 5 – Поздовжні коливання у ємності, рідина – вода 
Період коливань рідини, який відображається кількістю кадрів 

№
 д

ос
лі

ду
 

0 2π 4π 6π 8π 

Кіл-ть ка-
дрів, яка 
припадає 
на один 
період 

Періоди 
експер. 

коливань 
рідини 

E
kT , с 

Періоди 
теор. ко-
ливань 
рідини 

T
kT , с В

ід
хи

ле
нн

я,
 %

 

Висота наповнення h = 0.15 м 
1 0 14 30 44 59 14.80 0.617 +4.35 
2 0 16 30 46 61 15.25 0.635 +1.89 
3 0 16 32 47 63 15.75 0.656 -1.01 
4 0 16 31 47 62 15.50 0.646 +0.15 
5 0 15 30 45 61 15.25 0.635 

0.647 

+1.89 
Висота наповнення h = 0.1 м 

1 0 17 33 49 66 16.50 0.688 +2.04 
2 0 19 35 50 68 17.00 0.708 -0.85 
3 0 18 33 50 67 16.75 0.698 +0.57 
4 0 18 34 51 67 16.75 0.698 +0.57 
5 0 16 33 49 66 16.50 0.688 

0.702 

+2.04 
Висота наповнення h = 0.05 м 

1 0 22 43 65 85 21.25 0.885 +1.02 
2 0 22 44 66 86 21.50 0.896 -0.22 
3 0 21 43 65 84 21.00 0.875 +2.40 
4 0 22 44 65 86 21.50 0.896 -0.22 
5 0 21 44 65 87 21.75 0.906 

0.894 

1.01 
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Таблиця 6 – Поперечні коливання у ємності, рідина – рослинна олія 
Період коливань рідини, який відображається кількістю кадрів 

№
 д

ос
лі

ду
 

0 2π 4π 6π 8π 

Кіл-ть ка-
дрів, яка 
припадає 
на один 
період 

Періоди 
експер. 

коливань 
рідини 

E
mT , с 

Періоди 
теор. ко-
ливань 
рідини 

T
mT , с В

ід
хи

ле
нн

я,
 %

 

Висота наповнення h = 0.15 м 
1 0 12 25 37 49 12.25 0.510 +0.20 
2 0 12 24 36 48 12.00 0.500 +2.15 
3 0 13 23 36 47 11.75 0.489 +4.11 
4 0 13 25 37 49 12.25 0.510 +0.20 
5 0 12 24 36 48 12.00 0.500 

0.511 

+2.15 
Висота наповнення h = 0.1 м 

1 0 13 25 37 51 12.75 0.531 -0.38 
2 0 12 25 37 50 12.50 0.521 +1.51 
3 0 13 26 38 50 12.50 0.521 +1.51 
4 0 12 25 38 50 12.50 0.521 +1.51 
5 0 13 26 37 49 12.25 0.510 

0.528 

+3.59 
Висота наповнення h = 0.05 м 

1 0 15 29 45 59 14.75 0.615 +1.60 
2 0 14 29 44 60 15.00 0.625 0.00 
3 0 15 30 45 61 15.25 0.635 -1.60 
4 0 14 30 45 62 15.50 0.646 -3.36 
5 0 15 30 44 60 15.00 0.625 

0.625 

0.00 

Таблиця 7 – Поздовжні коливання у ємності, рідина рослинна олія 
Період коливань рідини, який відображається кількістю кадрів 

№
 д

ос
лі

ду
 

0 2π 4π 6π 8π 

Кіл-ть ка-
дрів, яка 
припадає 
на один 
період 

Періоди 
експер. 

коливань 
рідини 

E
kT , с 

Періоди 
теор. ко-
ливань 
рідини 

T
kT , с В

ід
хи

ле
нн

я,
 %

 

Висота наповнення h = 0.15 м 
1 0 16 30 47 62 15.50 0.646 -0.18 
2 0 15 29 45 60 15.00 0.625 +3.40 
3 0 16 31 46 62 15.5 0.646 +0.18 
4 0 15 30 45 60 15.00 0.625 +3.40 
5 0 16 31 46 61 15.25 0.635 

0.647 

+1.79 
Висота наповнення h = 0.1 м 

1 0 17 33 50 67 16.75 0.698 +0.44 
2 0 18 34 50 67 16.75 0.698 +0.44 
3 0 19 35 51 68 17.00 0.708 -1.05 
4 0 17 34 49 66 16.50 0.688 +1.93 
5 0 17 34 50 68 17.00 0.708 

0.701 

-1.05 
Висота наповнення h = 0.05 м 

1 0 21 44 66 88 22.00 0.917 -2.57 
2 0 21 45 65 87 21.75 0.906 -1.34 
3 0 22 44 65 87 21.75 0.906 -1.34 
4 0 21 44 64 86 21.50 0.896 -0.22 
5 0 22 45 65 85 21.25 0.885 

0.894 

+1.01 

Аналізуючи результати досліджень з табл. 2 – 7, встановлено, що максимальна похибка при поперечних і 
при поздовжніх коливаннях не перевищує 4,35 %. Така величина похибки дає право стверджувати, що матема-
тичні алгоритми, які використовуються при теоретичному визначенні частот вільних коливань рідини, є адеква-
тними. 

Теоретичне дослідження з визначення декременту загасання вільних коливань рідини в прямокутній 
ємності призматичної форми. Позначимо довжину, ширину та висоту прямокутного паралелепіпеду, об’єм 
якого займає рідина, як ,a b та h . Рідина має щільність   та кінематичну в’язкість  . Позначимо також власну 
(кругову) частоту n  – того парціального осцилятора символом n , а символом n  –  відповідну власну форму 
потенціалу для повздовжніх коливань, що визначається за формулою: 
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 
   

ch /
sin sin ,   1, 3, 5

ch /n n
k y axu k t k

a k h a


 


        
 

; 

де u  – амплітуда коливань; числа  1,3,5k   відповідають першому, другому та третьому парціальному шару 
рідини, 2 1k n  . 

Обчислимо значення безрозмірної характеристики коливань: 
2

n nR a   , 

яке в теорії потенціальних коливань рідини, що має вільну поверхню, називають, хоча і не зовсім слушно, чис-
лом Рейнольдса, та припустимо, що це число задовольняє умові: 

45 10nR   .  (3) 

Тоді, як показано в [4], використовуючи для поставленої задачі так званий енергетичний підхід, шуканий 
логарифмічний декремент загасання можна знайти за формулою: 

2n n nE E   ,  (4) 

де nE  – це робота сил тертя за один період коливань, 
2

n n nE dS   


   ;  (5) 

  – тверда поверхня стінок ємності, що змочується рідиною; n  – амплітуда швидкості руху рідини у стінки; 

nE  – повна механічна енергія парціального осцилятора, 

2

2n n
V

E dV
   ;  (6) 

V  – об’єм ємності, що зайнятий рідиною. 
В роботі [4] формули (4) – (6) було застосовано для ємності циліндричної форми, де й потенціали n  ви-

користовували циліндричні функції Бесселя, а поле швидкостей було просторовим. 
Зараз це поле є плоским, і тому інтеграл (6) можна спростити до такого вигляду: 

2 2

2
б

n n
V

bdV dS 


   ,  (7) 

де б  – це дві бічні стінки ємності, що має довжину a  і висоту h . 
Крім двох бічних стінок ємність має дві торцеві стінки, з загальною поверхнею т , та днище дн , причо-

му має місце рівність: 
2 2 2 2

б т дн

n n n ndS dS dS dS   
   

      .  (8) 

Обчислимо кожний із інтегралів правої частини (8) окремо. 
На дні ємності 

   
 

22
2 2 2

2

cos / /
ch /n n
k x a k a

u
k h a

 
 




   ; 

звідки 

 
 

2
2 2 2

2

/
2ch /

дн

n n
k a abdS u

k h a


 


    . 

На торцях ємності 

   
 

22
2 2 2

2

ch / /
ch /n n
k y a k a

u
k h a

 
 




   , 

звідки 

 
 

   
 

 

тор

2 22 2 2 2
2 2

тор 2 2
0

2 sh 2
ch

2ch ch

h
n n

n
S

u k a u k a k h a
dS b k y a dy b h

k ak h a k h a
    

 
 

      
        

 
 

 
 

 22 2
2

th1 .
chn

k h a
u k a b h

k h ak h a


 


 
       

  
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На бокових стінках ємності швидкість рідини має дві складові – .n x  та .n y , причому: 

 
 

   
22 2

2 2 2
. 2 cos ch

ch
n

n x
u k a

k x a k y a
k h a

 
  



  
   ; 

 
 

   
22 2

2 2 2
. 2 sin sh

ch
n

n y
u k a

k x a k y a
k h a

 
  



  
   . 

Тому: 

 
 

   
б

2 22 2
2 2 2
. 2

2 0

2
cos ch

ch

a h
n

n x
a

u k a
dS k x a dx k y a dy

k h a
 

  
 

 
     

 
 

     
 

22 2
22 2

2 2

sh 2 th1 1 1 ;
2 2 2ch ch

n
n

u k a k h a k h a
a h a h u k a

k a k h ak h a k h a
   

 
  

    
             

    

 
 

   
б

2 22 2
2 2 2
. 2

2 0

2
cos sh

ch

a h
n

n y
a

u k a
dS k x a dx k y a dy

k h a
 

  
 

  
       

   
 

22 2
2

th1 1 .
2 chn

k h a
a h u k a

k h a k h a


 
 

 
       

  
 

Загальний результат для бічних стінок ємності має вигляд: 

   

б

22 2 2 th
n n

k h a
dS a h u k a

k h a


  


      , 

звідки 

 
 

   
 

22 2 2
2 2

th th1 1
2 ch chn n

k h a k h aabdS u k a a h bh
k h a k h ak h a k h a
 

  
  

  
         
    


і 

   22 2 2 2 th1
2 2

б

n n n
V

k h abdV dS a b h u k a
k h a


   


           . 

Підставляємо отримані результати в (4) – (6) і отримуємо шуканий результат: 

 
   

 
 

2 2
th1

2 ch ch
th2

2

n
n

n n

k h aab bha b h
k h ak a k aE

k h aE abh
k h a


  

 
 


 
    

     
 

  

, 

звідки 

 
  
 2

1 2
1

sh 22
n

n

h a ka
b k h aa

 


 
    

  
.  (9) 

Проаналізуємо отриманий результат. 
По-перше, він подібний до того, що був знайдений в роботі [4], але присутні й суттєві відмінності; особли-

во щодо старших тонів коливань. 
По-друге, якщо рівень рідини не малий, а також для старшого тону коливань, формула (9) спрощується і 

приймає наступний вигляд: 

 22n n r      ,  (10) 

де a br
a b





– це так званий еквівалентний радіус призматичної ємності.

Відмітимо, що в визначення цього розміру довжина та ширина ємності входять симетрично, а частота n  

залежить від a , звідки декремент n  є пропорційним 4 a . Як наслідок, поздовжні та поперечні коливання 
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мають майже однаковий декремент загасання. Проте, в справедливості цього твердження нас остаточно пере-
конають результати експериментального дослідження декременту, що наведено в наступному пункті. 

По-третє, формули (9) і (10) можна застосовувати лише для рідин малої в’язкості, а для таких в’язких, як 
рослинна олія, лише при використанні великих ємностей (цистерн). Що стосується дослідної ємності малого ро-
зміру, то для неї умова (3) щодо числа Рейнольдса виконується лише для води і цукрового розчину.  

А для рослинної олії отримаємо іншу умову: 4
1 10R  , тому розвинуту тут теорію розрахунку декременту 

використовувати не вдається, про що буде сказано далі. Проте, якщо перейти до розміру тракторних цистерн, то 
ситуація з виконанням умови (3) змінюється на кращу.  

До того ж, для цистерн нівелюється суттєвий вплив на величину декременту загасання з боку сили поверх-
невого натягу рідини (рис. 3). 

Якщо число Рейнольдса для призматичної ємності визначити такою ж формулою, як для циліндра, тобто 
2

n nR r   , 
то формула (10) для декременту стане такою: 

2n nR  .                                                                             (11) 

Звідки, зважаючи на умову 45 10nR    (3), отримуємо нерівність 0.03n  . Зрозуміло, що коли рівень рі-
дини зменшується, то треба використовувати формулу (9), і там декремент зростає (рис. 3). 

Рис. 3 – Експериментальна залежність логарифмічного 
декременту загасання від поверхневого натягу рідини [4]: 

1 – ємність діаметром 200 мм; 2 – діаметром 518 мм. 

Рис. 4 – Залежність логарифмічного декременту загасання від  
рівня наповнення h  в дослідній ємності розміром 0,3 0, 2м : 

1 – вода; 2 – 20 % розчин цукру; 3 – рослинна олія. 

Рис. 5 – Спрощена схема розвитку загасаючих 
коливань. 

Експериментальне дослідження з визначення декремен-
ту загасання для рідин різної в’язкості. Відомо, що величи-
ною декременту характеризується інтенсивність загасання коли-
вань шляхом визначення відношення двох суміжних граничних 
відхилень системи (рис. 5) від рівноважного стану за умови руху 
системи в одному напрямку:  

   D A t A t T  . 

Для декількох періодів T  коефіцієнт затухання D  знахо-
дять за формулою: 

       ( ) ( )
1 21 2

k knD A t A t A t A t   ,  (12) 

де n  – кількість хвиль. 
При розв’язанні задач динаміки науковці при визначенні дисипативних характеристик, зазвичай, викорис-

товують логарифмічний декремент загасання (ЛДЗ), причому 

  ln   lnD e D D         .  (13) 
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а б 
Рис. 6 – Граничні ординати вільної поверхні при наповненні ємності з водою на рівень 0.1h   м: 

а – величина  1A t ; б – величина  2A t .

Таблиця 8 – Визначення коефіцієнту загасання для 20 % водного розчину цукру 
Ординати Ординати Ріди-

на 
Кіл-ть 

дослідів 

Кіл-ть 
хвиль 

n  1A t  2A t

Коеф. 
загасан-
ня D

Рідина Кіл-ть 
дослідів 

Кіл-ть 
хвиль 

n  1A t  2A t

Коеф. За-
гасання 

D
1 63,0 64,0 1 67,6 68,6 
2 63,0 63,9 2 67,7 68,5 
3 63,0 63,9 3 67,7 68,5 
4 63,0 63,9 4 67,7 68,5 
5 63,1 63,9 5 67,7 68,5 
6 63,1 63,8 6 67,8 68,5 
7 63,1 63,8 7 67,8 68,5 
8 63,1 63,8 8 67,8 68,4 
9 63,1 63,8 9 67,8 68,4 
10 63,2 63,7 10 67,8 68,4 
11 63,2 63,7 11 67,9 68,4 
12 63,2 63,7 12 67,9 68,4 

1 

13 63,3 63,7 

0,932 

13 67,9 68,3 
1 62,9 63,9 14 67,9 68,3 
2 63,0 63,9 15 67,9 68,3 
3 63,0 63,9 16 67,9 68,3 
4 63,0 63,9 17 67,9 68,3 
5 63,0 63,9 

4 

18 68,0 68,3 

0,935 

6 63,0 63,9 1 67,6 68,6 
7 63,1 63,9 2 67,6 68,5 
8 63,1 63,8 3 67,6 68,5 
9 63,1 63,8 4 67,7 68,5 
10 63,1 63,8 5 67,7 68,5 
11 63,1 63,8 6 67,7 68,4 
12 63,2 63,8 7 67,8 68,5 
13 63,2 63,7 8 67,7 68,5 
14 63,2 63,7 9 67,8 68,5 
15 63,2 63,7 10 67,8 68,4 
16 63,2 63,7 11 67,8 68,4 
17 63,3 63,7 12 67,8 68,4 

2 

18 63,3 63,6 

0,935 

13 67,9 68,3 
1 63,0 64,0 14 67,9 68,4 
2 63,0 63,9 15 67,9 68,3 
3 63,0 63,9 16 67,9 68,3 
4 63,0 63,9 17 67,9 68,3 
5 63,0 63,9 18 67,9 68,3 
6 63,1 63,9 19 67,9 68,3 
7 63,1 63,8 20 67,9 68,3 
8 63,1 63,8 21 68,0 68,3 
9 63,1 63,8 

В
ис

от
а 

на
по

вн
ен

ня
 є

мн
ос

ті
 h

 =
 0

,1
 м

 

5 

22 68,0 68,2 

0,929 

10 63,1 63,8 

В
ис

от
а 

на
по

вн
ен

ня
 є

мн
ос

ті
 h

 =
 0

,1
5 

м 

3 

11 63,2 63,7 

0,939 
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Таблиця 9 – Визначення коефіцієнту загасання для води 
Ординати Ординати Ріди-

на 
Кіл-ть 

дослідів 

Кіл-ть 
хвиль 

n  1A t  2A t  
Коеф. 

загасан-
ня D

Рідина Кіл-ть 
дослідів 

Кіл-ть 
хвиль 

n  1A t  2A t  
Коеф. За-
гасання 

D
1 63,2 64,2 1 67,7 68,7 
2 63,3 64,1 2 67,8 68,7 
3 63,3 64,1 3 67,8 68,6 
4 63,3 64,0 4 67,8 68,6 
5 63,3 64,0 5 67,8 68,6 
6 63,4 63,8 6 67,9 68,6 
7 63,4 63,7 7 67,9 68,5 
8 63,4 63,7 8 67,9 68,5 
9 63,4 63,7 9 68,0 68,5 
10 63,4 63,7 10 68,0 68,5 

1 

11 63,4 63,7 

0,896 

11 68,0 68,4 
1 63,1 64,1 

4 

12 68,1 68,4 

0,905 

2 63,1 64,1 1 67,7 68,7 
3 63,2 64,0 2 67,8 68,6 
4 63,2 64,0 3 67,8 68,6 
5 63,3 64,0 4 67,8 68,6 
6 63,3 63,9 5 67,9 68,5 
7 63,3 63,9 6 67,9 68,5 
8 63,3 63,9 7 67,9 68,5 

2 

9 63,4 63,8 

0,903 

8 68,0 68,5 
1 63,1 64,1 

5 

9 68,0 68,4 

0,903 

2 63,1 64,0 1 67,7 68,7 
3 63,1 64,0 2 67,8 68,7 
4 63,2 64,0 3 67,8 68,7 
5 63,2 63,9 4 67,9 68,7 
6 63,2 63,9 5 67,9 68,6 
7 63,2 63,9 6 67,9 68,6 
8 63,3 63,8 7 68,0 68,6 
9 63,3 63,8 8 68,0 68,6 
10 63,3 63,8 9 68,0 68,5 
11 63,3 63,7 10 68,0 68,5 
12 63,4 63,7 11 68,1 68,5 
13 63,4 63,7 12 68,1 68,5 
14 63,4 63,7 13 68,1 68,4 

В
ис

от
а 

на
по

вн
ен

ня
 є

мн
ос

ті
 h

 =
 0

,1
5 

м 

3 

15 63,4 63,6 

0,898 

В
ис

от
а 

на
по

вн
ен

ня
 є

мн
ос

ті
 h

 =
 0

,1
 м

 

6 

14 68,2 68,4 

0,891 

Таблиця 10 – Визначення коефіцієнту загасання для рослинної олії 
Ординати Ординати Ріди

на Кіл-ть 
дослідів 

Кіл-ть 
хвиль 

n  1A t   2A t  

Коеф. За-
гасання 

D  
Рідина Кіл-ть 

дослідів 

Кіл-ть 
хвиль 

n  1A t  2A t

Коеф. За-
гасання 

D
1 64,7 63,7 1 67,5 68,5 
2 64,3 63,7 2 67,8 68,5 
3 64,1 63,7 3 68 68,5 
4 63,8 63,7 4 68,1 68,5 
5 63,2 63,6 

4 

5 68,2 68,4 

0,725 
1 

6 63,4 63,6 

0,765 

1 67,5 68,5 
1 64,7 63,7 2 67,7 68,5 
2 64,3 63,7 3 67,9 68,5 
3 64,0 63,7 4 68,1 68,5 
4 63,7 63,7 5 68,2 68,5 

2 

5 63,4 63,6 

0,725 

6 68,3 68,5 
1 64,7 63,7 

5 

7 68,4 68,5 

0,720 

2 64,4 63,7 1 67,5 68,5 
3 64,1 63,7 2 67,7 68,5 
4 63,8 63,7 3 67,9 68,5 
5 63,6 63,7 4 68,2 68,5 

В
ис

от
а 

на
по

вн
ен

ня
 є

мн
ос

ті
 h

 =
 0

,1
5 

м 

3 

6 63,5 63,6 

0,681 

5 68,3 68,5 

В
ис

от
а 

на
по

вн
ен

ня
 є

мн
ос

ті
 h

 =
 0

,1
 м

 

6 

6 68,4 68,5 

0,681 
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З табл. 8 знаходимо, що середнє значення ЛДЗ для 20 % водного розчину цукру складає 
5

вода+цук вода+цук

1
5 0,068 0,005iE

i
 


   . 

З табл. 9 знаходимо, що середнє значення ЛДЗ для води складає 
6

вода вода

1
6 0,106 0,007E i

i
 


   . 

З табл. 10 знаходимо, що середнє значення ЛДЗ для рослинної олії складає 
6

р_масло р_масло

1
6 0,335 0,030iE

i
 


   . 

Ширину коридору для значень декременту, що знайдено в експериментах, було визначено з врахуванням 
точності визначення граничних ординат.  

Співставлення теоретичних та експериментальних значень декременту загасання коливань для рідини в 
призматичній ємності проведено далі, де для цього була використана розроблена теорія врахування залежності 
декременту від амплітуди коливань. 

Визначення формули для опису залежності декременту від амплітуди коливань рідини. Рівняння для 
зміни потенціалу зміщення парціального слою рідини у поздовжній площині цистерни на її вільній поверхні має 
вигляд [15]: 

 
3

. .2
Ф Ф ( ))ст x ст zf g a t g t x

Гy y x
      
            
  ,  (14) 

та по своїй формі нагадує рівняння руху, причому другий доданок f   нагадує силу тертя. І ця аналогія вірна 
не тільки за формою. 

Приберемо в (14) праву частину та застосуємо до лівої частини лінійний диференціальний оператор 
 .grad . Врахуємо, що  grad u  , де  , ,u x y t  – це зміщення точки рідини з положення рівноваги. Отже, для

вільних коливань парціального шару отримаємо: 
3

2 0u uu fu g
Гy y x

    
   

  
  .  (15) 

Якщо тепер всю масу шару привести до вільної поверхні Г , то з співвідношення (15) з’являється рівняння 
вільних коливань шару: 

 L 0mu mfu u    ,                                                                        (16)

де  L u  – диференціальний оператор, який визначає силу пружності для зв’язку конкретного осцилятора, що
має власну частоту n , зі стінками цистерни, 

  2L p
n nu m u ,

де p
nm  – маса парціального шару рідини, і рівняння (16) приймає вигляд: 

2 0p p p
n n n n n n n nm u m f u m u    .  (17) 

Таким чином, доданок p
n n nm f u  – це сила тертя, і n n nf    є логарифмічним декрементом загасання 

коливань n  того парціального шару рідини. 
Дослідимо виникнення сили тертя. Традиційно вважають [4], що оскільки задача вирішується в потенціа-

льній постановці, то це тертя виникає у тонкому пристінному шарі. І це, безумовно, вірно, якщо амплітуда коли-
вань мала, і у відомій формулі для повного тиску: 

20.5p u  , 
другим доданком можливо знехтувати. 

Відомо, що з цими доданками пов’язують загальні втрати тиску p , які виникають по довжині тракту та в 
місцевих опорах течії:  

2
p u u

      ;   расп міс    . 

У пристінному шарі течія ламінарна, і якщо ширина l  цього шару не залежить від швидкості, тоді 

расп Re   , 
де Re  – це число Рейнольдса;   – деяка константа, яку можна знайти у довідниках з гідравліки, 
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Re u l   . 

В результаті в доданку расп u    швидкості скорочуються, і тертя стає лінійним: 

расп 0.5p u      . 

В роботі [4] виведено залежність коефіцієнта   від частоти парціального осцилятора для випадку коли-
вань вільної поверхні круглої форми. Після співставлення з експериментом вона була дещо скорегована і, в ре-
зультаті, формула для логарифмічного декременту загасання коливань прийняла такий вигляд: 

 
2

2
1 2
1 sh 2

n n
k

n n nR h
 


 


   
  

,  (18) 

де число nR  для n  того парціального слою рідини знаходиться за формулою: 
2

n nR r   , 

  – в’язкість рідини; h  – відносний рівень наповнення; r  – радіус циліндра; k  – корінь циліндричної функції 
Бесселя. 

Вище було отримано формулу (9), аналогічну (18), але для ємності призматичної форми. 
Що стосується місцевого опору, то для першого парціального шару він виникає при повороті потоку 

(рис. 7), що набігає на стінку, та характеризується значенням міс 1...1,2   [21].  

Рис. 7 – Потенціал для візуалізації руху першого парціального шару рідини у дослідній ємності розміром 0.2 0.3мa b   . 

Знайдемо значення декременту, що відповідає цьому опору для першого парціального шару. Для цього ро-
зраховуємо силу тертя, яка діє на шар: 

  міс міс
тр міс 2 2 2nF u u S Sa u u m u u

a a
 

                   , 

де ,a S  – довжина ємності і площа поперечного перерізу для потоку рідини; nm  – маса рідини у парціальному 
шарі. 

Врахуємо, що  sinn ku u t   , тому    cosn n nu u t       і

 міс
тр cos

2
n n

n n
u

F m t u
a

 


  
     . 

Оскільки 

 
0

1 cos 2 , 2
T

n nt dt T
T

     , 

отримуємо 
тр місn n nF m u u a        ; 

звідки отримаємо формулу визначення декременту загасання з урахуванням сили місцевого опору: 
 тр міс місn n n n nF m m u a u a              .  (19) 



ISSN 2222-0631 (print) 

38 
Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Математичне 

моделювання в техніці та технологіях, № 1 ' 2020. 

Таким чином, встановлено, що величина декременту загасання має перемінне значення і значним чином за-
лежить від амплітуди коливань рідини. 

На основі формул (18, 19), а також враховуючи коефіцієнт   нарощування декременту, повʼязаний з дією 
сил поверхневого натягу, стає можливо теоретичним шляхом встановити величину логарифмічного декременту 
загасання для будь-якої рідини, що коливається в ємності різного розміру: 

n n n      .  (20) 

Що стосується декременту n
  при 0n  , тобто для другого і третього парціального шару рідини, то ско-

ристаємося підказкою, яку надає рис. 8. 
Як бачимо, вертикальні пунктирні лінії на рис. 8 потік рідини не пересікає. Тому формула для декременту, 

що залежить від амплітуди nu  коливань, набуває такого остаточного вигляду: 

місn nk u a     ,  (21) 

де для першого, другого і третього парціального шару рідини число 1,  3, 5k  , відповідно. 

Рис. 8 – Потенціал для візуалізації руху другого парціального шару рідини у дослідній ємності розміром 0.2 0.3мa b   . 

Співставлення теоретичних та експериментальних значень декременту. Перевіримо результати, що 
отримані в ході експериментального та теоретичного визначення величини декременту загасання рідини для 
першого парціального шару, значення наведемо в табл. 11. 

Як видно з табл. 11, порівняння результатів теоретичного та експериментального визначенням ЛДЗ має хо-
рошу збіжність для рідин з малою в’язкістю, що дозволяє стверджувати про доцільність використання формули 
(20) для малих та великих ємностей (цистерн). 

Таблиця 11 – Порівняння величин логарифмічного декременту загасання 

Рідина 
Величина ЛДЗ 

0n

  (рис. 4) 

Величина 
ЛДЗ 0k




Коефіцієнт наро-
щування ЛДЗ   

Теоретичний ЛДЗ 
T

Експеримента-
льний ЛДЗ E

Похибка, % 

Вода 0,024 2,00 0,088 0,106 0,007 -11 
20%  розчин 

цукру 0,027 1,23 0,073 0,068 0,005 0 

Рослинна 
олія 0,160 

0,04 

1,33 0,253 0,335 0,03  -17 

Що стосується рослинної олії, яка має завелику в’язкість, то формулу (20) доцільно використовувати лише 
для ємностей, які мають великі розміри (наприклад, як у тракторних цистерн). Причому причина появи відносно 
високої похибки лежить на сталому декременті n

 , а змінний декремент I
n
 , як вважається, і в цьому випадку за 

формулою (19) було визначено вірно. 

Вплив декременту на коливання рідини. Амплітудно-частотна характеристика парціального осциля-
тора. Для розгляду вільних коливань рідини необхідно сформувати відповідне рівняння, що описує коливаль-
ний рух рідини без врахування зовнішніх факторів:  
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2
0 0 0y f y y        ;  (22) 

f   , 
де 0f   – коефіцієнт дисипації; 0  – власна кругова частота коливань, 0 2 T  . 

а б 

в г 

д ж 
Рис. 9 – Амплітудно-частотні характеристики основного парціального шару рідини: 

а, б – 20 % розчину цукру; в, г – води; д, ж – рослинної олії; а, в, д – поздовжні; б, г, ж – поперечні; 
1 – 0,15h   м; 2 – 0,1h   м; 3 – 0,05h   м. 
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Розв’яжемо рівняння (22) за допомогою експоненти з комплексним показником. Якщо 

, 1i ty e i   , 
тоді 

 2 2
0 0 0i             →   2 2

0 0 0i          .  (23) 

Розвʼязками характеристичного рівняння (23) є два комплексних числа: 

   2
0 02 1 2i          . 

Зважаючи на отриману формулу та умову 0.1  , зробимо висновок про те, що вплив декременту загасан-
ня на частоти вільних коливань дуже малий, про що йшлося й вище. 

Для розгляду вимушених коливань рідини складемо рівняння, що описує рух основного шару рідини з вра-
хування зовнішніх факторів. Та використаємо для багатогармонійного збурення F(t) комплексний запис: 

 2
0 0y f y y F t        ;  (24) 

  2
0 0

i tF t A e  , 

де А0 – це амплітудний множник. 
Представимо розвʼязок (24) у вигляді i ty A e   , тоді 

2 2 2
0 0 0 0A i A f A A               .  (25) 

Для якісної оцінки результатів амплітудно-частотного аналізу введемо коефіцієнт pK , який відображатиме 

відношення амплітуди вимушених коливань з амплітудним множником: 

0pK A A . 

На рис. 9 наведено амплітудно-частотні характеристики для різних рідин (20 % водного розчину цукру; во-
ди; рослинної олії) при дії вимушених коливань в поздовжній та поперечній площинах. 

Як видно з рис. 9, максимальні амплітуди вимушених коливань в поперечній та в поздовжній площинах (які 
визначаються відповідним декрементом загасання) для кожної рідини при однаковій висоті наповнення у прак-
тичному сенсі співпадають; в деяких випадках різниця не перевищує 1 %. Наявність різниці пояснено вище. 

а б 
Рис. 10 – Результати моделювання горизонтального зсуву основного парціального шару ( 0k  ) рідини в цистерні: 

а – загальний вигляд; б – ділянка А; 1 – для 20 % розчину цукру ( 1 0,05  ); 2 – для води ( 1 0,04  ); 
3 – для рослинної олії ( 1 0,15  ). 

Вплив величини декременту загасання на рух рідини в цистерні. Значення декременту загасання ріди-
ни різної в’язкості використаємо при обчисленні горизонтальних зсувів поверхневих шарів рідини в причіпній 
цистерні типу BSA KTW 20, яка транспортується колісним трактором ХТЗ-240К. При моделюванні використає-
мо математичну модель пов’язаних коливань з роботи [15]. На рис. 10 показано результати моделювання при рі-
вні рідини в цистерні 1,5 м; передавальне число трансмісії – 25,8. Зміни крутного моменту двигуна та коефіцієн-
тів тертя на етапах розгону та гальмування у цьому розрахунку задано наближеними аналітичними залежностя-
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ми. Амплітуда мікроколивань нерівностей шляху становила 0.02 мA  ; а довжина хвилі мікроколивань 
2 мL  . 
Як видно з графіків на рис. 10, транспортування рослинної олії відбувається значно стабільніше, ніж води, 

адже величина горизонтального зсуву поверхневого шару олії мінімальна. 

Вплив величини змінного декременту загасання на рух рідини при параметричному резонансі. У 
статті [22], де вивчаються умови для виникнення параметричного резонансу у тракторній цистерні із рідиною, 
яка має вільну поверхню, зазначалося, що система має можливість відстроюватися від резонансу за рахунок за-
лежності власної частоти парціального осцилятора від його амплітуди коливань. Вище було з’ясовано, що висо-
ка амплітуда збільшує декремент загасання, і це, апріорі, обмежує та стримує розвиток параметричного резона-
нсу. Як ця апріорна можливість реалізує себе на практиці показано на рис. 11, де моделюється рух трактора із 
врахуванням змінного декременту загасання коливань. 

а б 
Рис. 11 – Результати математичного моделювання розвитку параметричних коливань у цистерні з рідиною після врахування 
місцевих опорів руху: а – зміщення парціальних шарів рідини; б – зміни амплітуди  k та декременту Т k загасання коливань 

для k  – того парціального осцилятора. 

Рис. 12 – Зміни амплітуд коливань  k  і коефіцієнтів  k  коректування частоти для k  того парціального осцилятора 
без урахування місцевих опорів руху. 

Зауважимо, що графіки рис. 11 доцільно порівняти з графіками рис. 12 (статті [22]), де моделюється та ж 
сама ситуація, проте без врахування змінного декременту загасання. Як бачимо, врахування місцевих опорів ру-
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ху рідини привело до значного вигладжування розрахункових характеристик та ефективно обмежило амплітуду 
резонансних коливань рідини у тракторній цистерні. 

Висновки. Доведено адекватність використання математичних алгоритмів [15], які визначають частоти ві-
льних коливань рідини в ємності шляхом порівняння теоретичних та експериментальних значень періодів коли-
вання рідини; максимальна похибка не перевищує 4,35 %.  

Підтверджено, що при значних рівнях наповнення ємності логарифмічний декремент загасання рідини не 
залежить від цього рівня. Проте великий вплив має величина амплітуди коливань рідини, що дозволяє ствер-
джувати про перемінне значення декременту загасання під час руху трактора з цистерною.  

На основі теоретичного дослідження отримано формули (17), (20) і (21), за якими можливо встановити ве-
личну логарифмічного декременту загасання для рідин різноманітної в’язкості, які коливаються в ємностях різ-
ного розміру. Порівнюючи результати теоретичного та експериментального дослідження встановлено, що для 
мало в’язких рідин похибка застосування цих формул не перевищує 11 %, а для рослинної олії – 17 %.  
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