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ЛОКАЛЬНА МОДЕЛЬ ТЕРМОПРУЖНОГО СТАНУ ПОРИСТОГО МАТЕРІАЛУ 

В статті побудовано локальну стаціонарну модель термопружного стану пористого матеріалу. Модель основана на незв’язаних крайових за-
дачах для стаціонарних рівнянь теплопровідності та термопружності для простору з двома сферичними порожнинами. Температурне поле 
визначається сталою температурою на поверхнях порожнин, які вважаються вільними від зусиль. Задача розв’язувалася узагальненим мето-
дом Фур’є (УМФ), для чого у роботі наведено його подальший розвиток на певний клас задач термопружності. Для цього введено системи 
однаково напрямлених сферичних координат, початки яких пов’язані з центрами порожнин. У роботі побудовано новий набір осесиметрич-
них базисних розв’язків рівняння Ламе для кулі та доведено теореми додавання для нього і для розв’язків векторного бігармонічного рів-
няння в уведених системах координат. Формалізм УМФ дав можливість звести крайові задачі до алгебраїчних розв’язувальних систем з 
фредгольмовими операторами у просторі 2l  за умови неперетинання сферичних поверхонь. При чисельному розв’язанні систем використа-

но метод редукції. Отримано графіки напружень   на поверхні однієї з порожнин і напружень z  на осі симетрії задачі між порожнинами 

при різних відносних розмірах порожнин та різних температурах їх нагріву. Отримані результати узгоджуються з відомими для однієї поро-
жнини. Збіжність методу редукції перевірено чисельно. 

Ключові слова: локальна модель, пористий матеріал, термопружний стан, узагальнений метод Фур’є, базисні розв’язки, теорема до-
давання, розв’язувальна система. 

А. Г. НИКОЛАЕВ, М. В. СКИЦКА 
ЛОКАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ ТЕРМОУПРУГОГО СОСТОЯНИЯ ПОРИСТОГО МАТЕРИАЛА 

В статье построена локальная стационарная модель термоупругого состояния пористого материала. Модель основана на несвязанных крае-
вых задачах для стационарных уравнений теплопроводности и термоупругости для пространства с двумя сферическими полостями. Темпе-
ратурное поле определяется постоянной температурой на поверхностях полостей, которые считаются свободными от усилий. Задача реша-
лась обобщенным методом Фурье (УМФ), для чего в работе приведено его дальнейшее развитие на определенный класс задач термоупру-
гости. Формализм УМФ дал возможность свести краевые задачи к алгебраическим разрешающим системам с фредгольмовыми операторами 
в пространстве 2l  при условии непересечения сферических поверхностей. При численном решении систем использован метод редукции. 

Получены графики напряжений   на поверхности одной из полостей и напряжений z  на оси симметрии задачи между полостями при 

различных относительных размерах полостей и разных температурах их нагрева. Полученные результаты согласуются с известными для од-
ной полости. Сходимость метода редукции проверена численно. 

Ключевые слова: локальная модель, пористый материал, термоупругое состояние, обобщенный метод Фурье, базисные решения, 
теорема сложения, разрешающая система. 

O. G. NIKOLAEV, M. V. SKITSKA 
LOCAL MODEL OF THE THERMOELASTIC STATE OF A POROUS MATERIAL 

In the paper, a local stationary model of the thermoelastic state of a porous material is constructed. The model is based on uncoupled boundary value 
problems for stationary equations of heat conduction and thermoelasticity for a space with two spherical cavities. The temperature field is determined 
by the constant temperature on the surfaces of the cavities, which are considered free of forces. The problem was solved by the generalized Fourier 
method (GFM), for which the paper presents its further development for a certain class of thermoelasticity problems. For this purpose, systems of 
equally directed spherical coordinates were introduced, the origins of which are connected with the centers of the cavities. In the work, a new set of 
axisymmetric basic solutions of the Lamé equation for a sphere is constructed and addition theorems are proved for it and for solutions of the vector 
biharmonic equation in the given coordinate systems. The GFM formalism made it possible to reduce the boundary value problems to algebraic solv-
able systems with Fredholm operators in the space 2l  under the condition that the spherical surfaces do not intersect. The reduction method was used 

for the numerical solution of the systems. Graphs of stresses   on the surface of one of the cavities and stresses z  on the axis of symmetry of the 

problem between the cavities at different relative sizes of the cavities and at different temperatures of their heating were obtained. The obtained results 
agree with those known for one cavity. The convergence of the reduction method is verified numerically. 

Key words: local model, porous material, thermoelastic state, generalized Fourier method, basic solutions, addition theorem, solution system. 

Вступ. Один з напрямків розвитку сучасних технологій пов’язаний зі створенням нових типів пористих 
матеріалів і знаходженням для них різноманітних галузей застосування. Мікроелектроніка, будівництво, ма-
шино- і авіабудування, енергетика, хімічна промисловість, ракетно-космічна техніка, біологія, медицина – це 
далеко не повний перелік областей, де використовуються різні вироби з пористих матеріалів, які в залежності 
від складових компонентів, мікроструктури, розмірів і форми пор, технології виробництва мають різні фізико-
механічні властивості. Так, наприклад, металеві піни мають високу міцність та термічну стійкість, алюмосиліка-
ти – низьку міцність, але високу хімічну стійкість, різні типи пінобетонів – середню міцність та низьку тепло-
провідність, тощо. Таким чином, при проектуванні виробів з пористих матеріалів важливо враховувати умови їх 
подальшої експлуатації, зокрема, наявність температурних, деформаційних, термопружних полів, які чинять 
вплив на їх надійність і довговічність. Окремою проблемою є стала потреба в нових видах наноматеріалів із за-
здалегідь заданими властивостями, створенню яких має передувати їх математичне моделювання. 

У роботі моделюється локальне стаціонарне термопружне поле між двома сусідніми сферичними порами у 
пористому матеріалі. Дослідження засновано на подальшому розвитку узагальненого методу Фур’є для певного 
класу задач термопружності та його застосуванні до аналізу термонапруженого стану простору з двома сфери-
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чними порожнинами. 
 
Аналіз останніх досліджень. У багатьох дослідженнях використовуються методи скінченних елементів та 

методи граничних елементів для розв’язку термопружних задач. У статті [1] автори використовують узагальне-
ний метод граничних елементів та ітераційну декомпозицію області розв’язання задачі, як ефективний спосіб 
моделювання неоднорідних середовищ у контексті термопружності та теплопровідності. В роботі [2] для двови-
мірних задач термопружності пропонується модифікація методу граничних елементів, заснована на перетворен-
ні граничного інтегрального рівняння з інтегралом по області від температурного поля за допомогою рядів, в які 
входять функції форми. Інший підхід демонструється в статті [3], де для реалізації метода граничних елементів у 
тривимірних задачах термопружності перетворення, пов’язане з температурним полем, потрійного інтеграла у 
поверхневий в граничному інтегральному рівнянні, здійснюється за допомогою функції Гріна. У роботі [4], як 
альтернатива методу скінченних елементів, для розв’язання просторових задач теорії пружності та термопруж-
ності пропонується метод скінченних комірок, який поєднує в собі ідею фіктивної області з перевагами методу 
скінченних елементів високого порядку. Автори статті [5] використовують відомий розв’язок для сталого роз-
поділу температури в прямокутнику сумісно з методом граничних інтегральних рівнянь для отримання набли-
женого рішення плоскої стаціонарної термопружної задачі з мішаними механічними граничними умовами. Не-
відомі функції в перерізі отримано у вигляді рядів за декартовими гармоніками і додаткових гармонічних функ-
цій, які мають особливу поведінку в точках зміни граничних умов. У статті [6] методом теорії потенціалу 
отримано розв’язок просторової симетричної стаціонарної термопружної задачі з тонким жорстким включен-
ням. Як застосування, отримано точний розв’язок задачі для круглого жорсткого включення у просторі під дією 
однорідного температурного поля. В роботі [7] за дії стаціонарного джерела тепла побудовано функції Буссінес-
ка задачі термопружності за плоскої деформації напівобмеженого тіла з вільною, жорсткою, гладко або пружно 
закріпленою межею, на якій підтримується нульова температура або теплоізоляція. Побудову функцій Буссінес-
ка зведено до розв’язування крайових задач для гармонічних функцій у півпросторі. Отримано співвідношення 
для переміщень і напружень, які є відповідними функціями Гріна і можуть бути використані при визначенні тер-
мопружного стану півпростору за тепловиділення у стрічковій області. Автори дослідження [8], використовую-
чи теорію аналітичних функцій та формалізм Стро, побудували інтегральні залежності та рівняння типу Сомі-
льяни для плоскої задачі термопружності у напівплощині з отворами, тріщинами та сторонніми включеннями. Ці 
рівняння враховують усі можливі комбінації механічних та теплових крайових умов на межі півпростору. Отри-
мані інтегральні уявлення було введено в модифікований метод граничних елементів. Монографія [9] описує те-
орію визначення полів температури, напружень і переміщень для деформованих твердих тіл з тонкими вклю-
ченнями за різних температурних і силових умов. Розглядаються методи використання апарату теорії функцій 
комплексної змінної та інтегральних перетворень для розв’язування задач цього класу з урахуванням анізотро-
пії термофізичних властивостей матеріалів. Представлені конкретні двовимірні приклади для різних типів тіл з 
включеннями. У роботі [10] розроблена методика для визначення термопружного стану у багатошарових тілах з 
урахуванням теплових факторів та фізико-механічних характеристик матеріалу за дії джерел тепла. Для 
розв’язування задач використовуються перетворення Кірхгофа, ітераційний метод Ньютона, узагальнені фун-
кції та функції Гріна. У роботі [11] було отримано розв’язок термопружної задачі для скінченного циліндра з 
джерелом тепла та конвективним теплообміном за допомогою функцій Гріна, узагальнених функцій та інтегра-
льних перетворень Ганкеля. Стаття [12] присвячена розв’язанню внутрішньої і зовнішньої крайових задач 
зв’язаної стаціонарної термопружності для кулі. Розв’язки знаходяться у вигляді рядів за сферичними функція-
ми. У роботах [13 – 15] узагальнений метод Фур’є розвинено на деякі осесиметричні стаціонарні термопружні 
задачі для двозв’язних тіл при сумісному використанні однаково напрямлених сферичної та циліндричної, сфе-
ричної та сфероїдальної систем координат. У статті [16] описано метод аналітичного розв’язання задач плоскої 
пружності та термопружності для площин і напівплощин з неоднорідними властивостями матеріалу в одному з 
напрямків. Основні рівняння зводяться до інтегрального рівняння, яке розв’язується за допомогою простої іте-
раційної техніки зі швидкою збіжністю. 

 
Постановка задачі. Розглянемо локальну модель стаціонарного термопружного стану в пористому матері-

алі в області між двома сферичними порами j  ( 1, 2j  ), який визначається сталою температурою та відсутніс-

тю напружень на поверхнях пор. Центри пор знаходяться в точках jO , а їх радіуси дорівнюють jR . Вважаємо, 

що пори не перетинаються, тобто 1 2 1 2| |O O R R 


. 

Уведемо однаково напрямлені декартові  , ,j j jx y z  і сферичні системи координат  , ,j j jr    з початками 

в точках jO  таким чином, щоб співвідношення між координатами задавалися формулами: 

sin cosj j j jx r   ,  sin sinj j j jy r   ,  cosj j jz r  ;                                         (1) 

1 2x x ,  1 2y y ,  1 2 12z z z  ,  1 2 12 12(0, 0, ), 0O O z z 


.                                      (2) 

Області j  та їх границі j  ( 1, 2j  ) в локальних системах координат описуються так: 
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{ , [0, ], [0, 2 ]}j j j j jr R         , { , [0, ], [0, 2 ]}j j j j jr R         . 

Математична модель незв’язаних температурного поля і поля переміщень задається крайовими задачами: 
( ) 0T x 


,  x


; |( )
jx jT x T  ,  1, 2j  ;                                                      (3) 

1 2(1 )
( ) (1 2 ) ( ( )) ( )

1 2TU x U x T x
 


 
     


div

     
,  x


;  | |( ) ( ) 0
j jr r    ,  1, 2j  ,          (4) 

де R3
1 2\    ; ( )T x


 – температурне поле; ( )U x

 
 – поле переміщень; T  – коефіцієнт лінійного теплового 

розширення;   – коефіцієнт Пуассона; ,r r   – компоненти тензора напружень;   grad


. 
 
Розвиток математичного апарату. Введемо базисні осесиметричні розв’язки рівняння Лапласа для зов-

нішності та внутрішності кулі {( , , ) : }R
Rr r  

  : 
( 1/ 2) 1/ 2( , ) (cos )n

n nw r r P     .                                                                  (5) 

Тут і далі ( )nP x  – многочлени Лежандра, знак + (–) відповідає зовнішньому (внутрішньому) розв’язку для 
кулі. 

З використанням теорем додавання базисних гармонічних функцій для кулі в системах координат 
( , , )j j jr    [17] отримано теореми додавання для осесиметричних базисних розв’язків бігармонічного рівняння. 

 

Теорема 1. При виконанні співвідношень (1), (2) правильними є формули: 

   
( )
,

3 31
0 12

, ,
j

n k
n j j k j jn k

k

h
w r w r

z
 


 

  


  ,  3 12jr z  ,  0 ,n     1, 2j  ;                                 (6) 

   
2

3( )2
3 3, 1 1

0 12 12

1 2 2 1
, ,

( )(2 1) 2 3
jj

j n j j k j jn k n k n k
k

rnk n k n
r w r h w r

n k k kz z
 


 

    


   
  

    
 ,  3 12jr z  ,  0 ,n     1, 2j  ,    (7) 

де ( ) ( 1)
,

( )!
( 1)

! !
j jk j n

n k
n k

h
n k

  
  . 

 

У подальшому будуть потрібні базисні розв’язки рівняння Ламе (однорідне рівняння (4)) для кулі. Вперше 
такі розв’язки було побудовано в роботі [18], хоча строге поняття базисної системи розв’язків рівняння Ламе в 
довільній канонічній просторовій області було введено в статті [19]. У монографії [17] було введено модифіко-
ваний базис для кулі. В даній роботі побудовано новий осесиметричний базис. Доведено таку теорему. 
 

Теорема 2. При (0, 25; 0,5)   система вектор-функцій 1, 2, 0{ ( , ), ( , )}n n nW r W r   


 
, де 

1, ( , ) ( , )n nW r w r   
 

, 2
2, 1,( , ) ( , ) ( 1) ( , )n n n n nW r V r r W r          
  

;                                   (8) 
2( , ) [ ( , )]n nV r r w r   

 
;                                                                       (9) 

(2 1)(2 1) 1

4 4n
n n

n




    


 
,  

(2 1)(2 1)

5 4n
n n

n




   


 
 

є базисними осесиметричними системами розв’язків рівняння Ламе в областях  . 
 

Отримано нові теореми додавання базисних розв’язків рівняння Ламе (8) і розв’язку векторного бігармоніч-
ного рівняння (9) у сферичних системах координат з початками в точках jO . 

 

Теорема 3. При виконанні співвідношень (1), (2) правильними є формули: 

   
( )
,

1, 1, 3 31
0 12

, ,
j

n k
n j j k j jn k

k

h
W r W r

z
 


 

  


 
 

,  3 12jr z  ,  0 ,n     1, 2j  ;                             (10) 

     
( )
, (1) (2)2

2, 12 1, 3 3 2, 3 3, ,1
0 12

, , ,
j

n k
n j j k j j k j jn k n kn k

k

h
W r z W r W r

z
    


  

    


   
  

,  3 12jr z  ,  0 ,n     1, 2j  ;     (11) 

     
( )
, (1) (2)2

12 1, 3 3 3 3, ,1
0 12

, , ,
j

n k
n j j k j j k j jn k n kn k

k

h
V r z W r V r

z
    


  

    


   
  

,  3 12jr z  ,  0 ,n     1, 2j  ,       (12) 

де (1) (2)
, ,

(2 (2 1)
,

( )(2 1)( (2 3)( )(

4 4) ( 5 4 )

4 14 )4) 4n k n k
kn nk n k n n

n nn k k k k
  

 
   

 
  

      
; (1) (2)

, ,
2 2 1

,
( )(2 1) 2 3n k n k

nk n k n

n k k k
   

 
  

. 

 
Побудова загального розв’язку задачі та її зведення до розв’язувальної системи. Крайову задачу (3), 

(4) будемо розв’язувати послідовно, тобто спершу розв’яжемо задачу (3) для визначення температурного поля. 
Шукаємо розв’язок у вигляді: 
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 
2

( ) 1

1 0

( ) ,j n
n j n j j

j n

T x t R w r 


 

 
 

                                                              (13) 

з невідомими коефіцієнтами ( )j
nt .  

Користуючись формулами (5), (6) розв’язок (13) можна записати в сферичній системі координат з початком 
у точці jO , таким чином: 

1 1
3( ) (3 )( )

,
12 120 0 0

( ) (cos ) (cos )

n n k
j j jj jj

n n j n j n k k
jn n k

R r R
T x t P P h t

r z z
 

   
 

  

     
            
  

,  1, 2j  .                (14) 

Після виконання граничних умов (3) для визначення коефіцієнтів ( )j
nt  отримано розв’язувальну систему: 

1
3( ) (3 )( )

0,
12 120

n k
j jj jj

n j nn k k
k

R R
t h t T

z z



 



   
    
   

 ,  0n   ,  1, 2j  .                                   (15) 

 

Теорема 4. За умови 12 1 2z R R   оператор системи (15) є фредгольмовим оператором в просторі 2l . 
 

Як відомо, загальний розвʼязок неоднорідного рівняння (4) можна записати в такому вигляді: 

0( ) ( ) ( )TU x U x U x 
    

,                                                                       (16) 

де 0 ( )U x
 

 – загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння, а ( )TU x
 

 – частинний розв’язок неоднорід-

ного рівняння (далі називається вектором термічних переміщень). 
Будемо вважати, що в області   задано стаціонарне температурне поле (13). 
 

Теорема 5. Вектор термічних переміщень, який відповідає температурному полю (13), має вигляд: 

 
( )2

1

1 0

( ) ,
2 1

j
nn

T T j j j
j n

nV
t

U x R r
n

 




 



 

,  
1

2 1
T

T
  




 


.                                          (17) 

 

Тепер запишемо загальний розвʼязок крайової задачі (4): 

     1, 2,

( )2 2 2
( ) ( )2 1
1, 2,

1 0 1 0 1 0

( ) , , ,
2 1

j
j jn n nn

j j j j j j T j j jn n
j n j n n

n n
j

n
t

U x a R r a R r RW V
n

W r    
  

 

     

  
  

   
,  x


,       (18) 

де ( ,2
0, , 1

)
,{ }n
j

in jia 
   – невідомі коефіцієнти. З використанням теорем додавання (10) – (12) вектор-функцію (18) за-

пишемо у сферичній системі координат з початком у точці jO  ( 1, 2j  ): 

       
( )
,( ) (3 ) ( )2 2

1, 31, 2,1,1
0 0 0 01

1, 2,
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   
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 

 
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     
( ) ( ) ( )
, ,(1) (3 ) (2) (3 ) 1

1, 3 2, 3, 2, , 2,1 1
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   

    
    

   
    

 
 

   
(44) (1) (44)
, , ,(3 ) (3 )1 1

1, 3 31 11
0 0 0 012 12

1
, ,

2 1 2 3 n

j j
n k n k n kj jk k

T n j j j T j j jk kn k n k
n k n k

h h
W r R t r R t

n nz z
V 

   
   

   
    

  




 

    


.              (19) 

Перехід у переміщенні (19) до вектора напружень на поверхні j  і виконання граничних умов (4) приво-

дить до нескінченної системи лінійних алгебраїчних рівнянь: 

3 3(1,3 )( ) ( ) (3 ) (2,3 ) (3 )
1, 2, 1, , 2,

0
,

0

( 1) (2 1)j j j r j j
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j jr j
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j j k
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 
  

 
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n z T


 




 

   ;                                                       (20) 
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де прийнято нормування ( ) ( )j j
n j nt T t  , ( ) ( )

, 12 ,
j j

i n T j i na z T a   і такі позначення:  
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Для системи (20) – (23) доведено теорему, аналогічну теоремі 4. 
 
Чисельний експеримент. Для визначення напруженого стану в задачі необхідно чисельно розв’язати сис-

тему (20) – (23). Оскільки оператор системи фредгольмів, для цього можна коректно застосувати метод редук-
ції. Чисельний розв’язок системи використовується для визначення деяких характерних напружень.  

 

  
 

Рис. 1 – Графіки напружень 1/ (2 )TG T   на поверхні 

порожнини 1 1r R  при 1 12/ 0.5R z  , 2 12/ 0.2R z  . 

 

Рис. 2 – Графіки напружень 1/ (2 )TG T   на поверх-

ні порожнини 1 1r R  при 1 12/ 0.3R z  , 2 12/ 0.3R z  . 
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Графіки напружень 1/ (2 )TG T   на поверхні порожнини 1 1r R  в залежності від відношення температур 

поверхонь порожнин ( 1 2/ 0.5;1.0; 2.0T T  ) наведено при: 1 12/ 0.5R z  , 2 12/ 0.2R z   (рис. 1), 1 12/ 0.3R z  , 

2 12/ 0.3R z   (рис. 2), 1 12/ 0.2R z  , 2 12/ 0.5R z   (рис. 3). На рис. 4 зображено графіки напружень 1/ (2 )z TG T   

на осі між порожнинами також при різних температурах поверхонь і 1 12/ 0.2R z  , 2 12/ 0.5R z  . Якісний аналіз 

напружень показує, що найбільша їх концентрація спостерігається на поверхні порожнини, температура якої 
менше. Ефект концентрації напружень зростає зі зменшенням розміру порожнини, на якій він спостерігається. 

 

  
 

Рис. 3 – Графіки напружень 1/ (2 )TG T   на поверхні 

порожнини 1 1r R  при 1 12/ 0.2R z  , 2 12/ 0.5R z  . 

 

Рис. 4 – Графіки напружень 1/ (2 )z TG T   на осі між 

порожнинами 1 12/ 0.2R z  , 2 12/ 0.5R z  . 

 
Перспективи подальших досліджень. Природним продовженням дослідження цієї статті є перехід від ло-

кальної до глобальної моделі термопружного стану пористого і композиційного матеріалів. Зауважимо, однак, 
що для цього необхідним є подальший розвиток математичного апарату узагальненого методу Фур’є. 

 
Висновки. В даній статті побудовано локальну стаціонарну модель термонапруженого стану пористого 

матеріалу. Модель основана на незв’язаних крайових задачах для стаціонарних рівнянь теплопровідності і тер-
мопружності для простору з двома сферичними порожнинами. Температурне поле визначається сталою темпе-
ратурою на поверхнях порожнин, які вважаються вільними від зусиль. Задача розв’язувалася узагальненим ме-
тодом Фур’є (УМФ), для чого у роботі наведено його подальший розвиток на певний клас задач термопружнос-
ті. Для цього введено системи однаково напрямлених сферичних координат, початки яких пов’язані з центрами 
порожнин. У роботі побудовано новий набір осесиметричних базисних розвʼязків рівняння Ламе для кулі та до-
ведено теореми додавання для нього і для розвʼязків векторного бігармонічного рівняння в уведених системах 
координат. Формалізм УМФ дав можливість звести крайові задачі до алгебраїчних розв’язувальних систем з 
фредгольмовими операторами у просторі 2l  за умови неперетинання сферичних поверхонь. При чисельному 

розв’язанні систем використано метод редукції. Отримано графіки напружень   на поверхні однієї з порожнин 

і напружень z  на осі симетрії задачі між порожнинами при різних відносних розмірах порожнин та різних тем-

пературах їх нагріву. Отримані результати узгоджуються з відомими для однієї порожнини і опосередковано 
підтверджуються графіками з рис. 4. Збіжність методу редукції перевірено чисельно. 
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